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����-�� 4�
������� 	���� ����������- ���6� ������
������ ����� C�E�

@%���	� � �����	��-A ���������� ����
�� ��������& � ��
��x ��������$
��&xB 4.6 	���� �������� � �����x 
����� 4����&������ ����
��6 ��$
��&��� ������� ������ i� ��!� ��� ����;�� 	�� F 4�� ������ ����	�� =
������� ����������6� � ��& ��!���� ������ ����&��5 ,�x �������- �������

�����& ���& ����&���� ���� 	� �����5 ����� ���!��& � ����&��� .
4���	�� ,� ����&���� �� 
����& � ������ i �� ��&��5 = ������� �������$
����67 4F6 ����� ����	�������5 ��&��5 ��!�� ����������� �����������
��;���7 4E6 	���� ����&��5 ������ ��!� ��� ����;� ���-� 9�& �����5
���	�5��5 ����� �
 ���x ������� 4� �� ��� ������������x ����&���&x ��$
��x����6 ��
����� �&� ���������x ��������B ���� �� ���� ,�����	����
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�� ���� ����
���� 	� ��� �����	�� ;�����- ��������!���&- ����������&
���� ������	���� 
����� � ����&����5 ����-���� � 	������� ,� ����$
������� � ���	�� @
���	� � �����	��-A = ����������& ����������& ���� ���
����- p ������	���� 
����� � p� +���� ������ ,� ���� ����
���� ��!��
��
��� @�������	�����A� �� ���
�� � �������� ������ � ������ *
�����
������ ������
����� � ����- �����- ?� 3� 9����;��� G� '� 8���5 � ������ 4�
	������� ������ ���� ����
�� "� 3� ���� ����
�� ������������ ������$
�����5 ����������5 ���� ��� ����- p � @
���	� � �����	��-A� � 	�� �������$
���� ��;�6� ��$����-� �� �� ���������� ���� �
�	���� ��� ����- ����&���&-
����-��� ����������& ���� ���� ���������5 ��� ����������5 4
������ 	�
��& @
���	� � �����	��-A ,� �� �� = ����������& ����������& ���� � ,��
���	�� ��������$��� @���-�&A � ������� ������&� ��� ��������� ��� ����$
������ �� ���������&�6�

 �� �� ��������� ��� ��� �&� ���� �� ���������� ���&�� �� ��&
����-
�������������� �� ���	�5���� ������� � ���������� ����������� �
������5$
���&��� �� ���
��- � ��� �� ��-��

�� �� �������� ������ � �������	����� ������ � ����� ������ ��� ����$
� ������������ �����	������ 
���	���= ����&�����& � ��������� -�����
��
�������� � ������	����� ���;���� �������� �
 ��- ���& ����&���$
��5 -������� ������ ����&�& � ������	����� �������� *����� ����-�����
���� �������� 	�������� ��������������
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��!�� ������ ��
����� ��������5 ����� �� �� ��������� 4�����
�����5 ��&������ 
� ���&� �� ��� ������ ����� �� �!� ��!�� � ��������6� (�
��
���������� ��&
��� � �����	����5 
���	�5 � ����	��- �������-� �������
��&������ ���� ���1 �� ����� � �������5��- ����	��- �������- �����$
��1 � ��������1 ���� �� ����� ���� �������� � ���������1�+�����	����&
��������� ����� � �����1���� ���� �����& �������� 	���� ������ ���$
	�5�� �������!����- � ���� 
����& 4	��� ������ ������	����1 �������$
�� ����� �	��5� ������������&� 	� ���� 
����& &��&��& ���� = ��������
������� . � ��!����������� ����������!���� ��������6� 8���;�����&�
������ ������������� ����� �������5 �������- ������	���5 ������ 3���� ��$
���� 	� ������� 
��	���� ������� ������	���& ���- ���	�5�� �������!����-
����� ����� ����
������1 �������5 ,�- ����� 4��������B ������������&�
	� ������� ���& 
����& ����� .6� ��,��� ������� 
��	���� ����� �������5
�������- ������	���5 n ����� ����� ����� ����
������5 �������5 ,�- ������
9����������� �������� ��& ����� �������5 �������- ������	���5 ���	�5$
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 ��������� �������5 ������	���5 ���-
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��	���5� ,� ��������� 
����& �� ����� � ���$
����5 ������ �� � � �- ������ ���� ������ �� ������- ,�- ��������5� %����
��
����� ���������& �����
� � ��� 	� ��& ���- ����� ������������5
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��� 	� ��� ���	��� �
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��������� � ���	��� ������ �����7 ������� ��
��������� � ���� ���&��&$
���� �� ���� = � � ���������- �����-� � � !�
��� � � ��������� ��!���5�
�� ��� ����5 ��
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�����1��5 � ���-� � �����

�� �� ��������� ���	��� 
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( ��� ������ 	���  ����� ) �	��� �� 	�� ��	��������� �� &�� �� ���
 ����� ) 	��� ��'�� 	��� ����� ���"������� �� ��� �����'�� � �"������
)����� ���� ��� *������� � +����� ��� �� ���� ����� ����"�� �������
�� �������� ���������� � '���� � � ��#��� � ���������� � ���������� � ���
	�������� � ������� � ��"������ ����� � �� ���� �� � "�� �&�, 	��� ������
� ������� �� ���"���

������ ����"�������� ��"����� ������� �	��"������� ����"����# �����
��#� ) $-�� ���� � ��� ��������� �������'�� 	���  ����� �� �� ����. ����
��'��# ����� �� �������������� � �������� ��	� ������ / ���	���� ������
������ ��������. � ������� ��"�� "�� �� ���#�� 0�����1 � ���� �� ����� �
�� ���"���� � ����� ������ 2� ���"�� �� �	 3��� ��	����� � � �'� ����� "��
�� ������ � ����� �� ������������ � ���� ��� 
������ � 4�"�����

�� ������� � �� ��� �� ����� �"������ ������� � 
56 	�� 7� (� 8���
��� 9� 	�� �����&����� ����������#��� ������������ �� ����� 	���� ���
���	����������� �� ������ �	�� � ������. 0����� ������� ������� �����
������ ������� ��'�� ���������� �����1� �� �� ���������� ��"������������
��������� 6 8����� 	��� ��"�� : �������� �������� ������ ����� 	�
�������� ��������������� ������� 9� ;��������� ����"� ���. � ������
��'�� ���'��� ����� 09������1� � ������� ���'�� 	��� ����# ����#� "���
	� ����"��� �� ������ 0�� ������1 9������� <�"� ��� � ���� "��	� ���"���
������ �������� ����� �� �������

8���� =�����# 
� �#����" � >��# 8���� *��������� 
56,� � ��"��� :
����# ������ *����� ���������#� : �� �'� �� ����# ��������#� ��� �� ;��
��� � �������, � � �� ��������������� ������ �������� ��"������� ��� ��
�� 3���� ���� ����"��� �� ������ 9�� ����� �� 	���� ������� ����� � � ����
��� ������ ����'��� ����� ���	������ � "���� ��3��"���� � ����? ������
;�	������� �������� ������� ����� ��� "���� �����	������ ����� 04�@1�

<����������� �����	��# "������� ������ �	����� ����������  ���'����
������ ��������� ) %-�� ���� �� ����� � 8������ ������ 08����� !��	��
� �	����1� � ������� � �����  ������ � ������ � ������ � ����#

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� �����������
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�� �� �	��� � ������� �����



�� ����������

�	��� �������� 6 ���� ���� ����������# �� � +���� ����� ���# ��"��
���

4��� ������ � ����'� �����"�� �� "�������� �������� � ��� 	���� ���
	���� � ������ �����"�� : �������# =������ 
� �#����"��

������ �����  ����� ������ (�� ��	�� ������� ��"�� �����	��� �����
��������� ��� �� ����� 2� �� ���� ����� ������� �� ����� 3�� ����� "����
�������������#  ������ 7 � ������� 	��� ��	�� ������ )�� ��	���# �����
��� =������ 
� �#����"� 0�� ����� ����	�'����� 	�������1.

A 8���� ����	�'����� 	������� ������������� �� ������ �������
>��;� � B��������. ��� ��������� ������� �� ��� �����# ;���C 8����
	������� ���������. 0
�'�� 	���� ��"��C1 2��� ������ ��������� � �������
��� 07 ���� ���� �����C1 2��� �������'��� 02�� ����� ��"�� �� ���� ����"� � � � 1

8 ������� ��������� �	�&����� �� �������� : ������ ������� 9� ���
����� 	���������� 2� ������� : ����� ����� 	�� �' ������ �� �� ������ :
"������� ��	� 	��������� ������������ "�����	��� ������� ���������� 3���
��������


����� ������ ������� ������� 09������ � ������ 1� �������� ��
��;��� ��;;���������� �������#� <�"� ��� �	 ������� ������ �� � ����
��� �������� ����"����������� �� ������� !)
 � ������� �����������
�����"����� 6"����� ������� ���� (�������� ��������� 3��# ������� ��� ��
���"������� ���.


������� ���� � ��"� �� ���
�� � ������ � �� � �� ���� �
� ���� ������� ��"�� ����.
��� �������� � ������ �

6 =������ 
� �#����"� 	��� ����"�� : ���������� �� ������� ������
������ �� ������� 2����� � 
56 �� ������� �� ������ ������ � � ��������
���� ���������� ������. � ��"�� �� ����� 	��� ����"��� "����� ������� : ��
"��C@ % ����	� DEFD ���� �� ������� ������� �	���#��# ���	�� � $-�������
��� � ������� ������ ������������ �� 3�� ����"��� 2� ����# �� ������
���	��� : ��� ����������

0)������ �� �������� ��������� �	���#��# ��������1

��� ������ D� %$ � $- *������ � ����� ������,� � ����� ����'����� ������
�&��.

�� D ������. 0������� � ���� "�� ���� "������ �� ��'�� ��� �������1 *����
�� : "��� ������"����� : "���� 3���� �;����� 	���  ���� �������� ����
���� �&� �� ������"���� ��� �� (��� �����. ��� ������ ������# ��"� ������
�� �� ���&���� �����# ���� 	������ �������� "���#� � ����# : ���"����#
�����#? ���&�� �	�������� ������ "�� ���� "������ �� ��'�� ��� �����,?

� �� %$ �������� �	�&���� : � %$������ =������ 
� �#����"� ����������
���� ����������� 0(������������&���� ������1?

� �� $- ���������. � $-������ ������� �	���� F ������� �� ������ � ��#�
�����&�� ������ ������������ 0(�����1�

������ 	��� ����������� ������ � ���	����. 0(�����1 : 3�� 	��� ���"�
��� "���� ������ �������� ����� ��'��? F ������� ��#���������� 	��� �������



�	
�� �����	���	 ��

�� �� 	������ ������� ������� � � ��'��� ������ 	��� 	���'�� � ����#���	���
�������# ��;������#� ������ ��������� ����������#�

2������ ��� 	�� ������ ��� �������� � ����� ����� �� ����� 7	�������
���������# � �������������� �"��� �������� ������� 3��� ������ � ��"����
���'����� � ���� �������� =&� ������� "����"�#�� ���������� ���� ����
��������. 0=��� �� ��#����� ����� �� ������ ����� � �� ������ 	�������� ��
�������#��1�

2� ����# ������� ������ ���	��� =�����# 
� �#����" �	���'�� ���
"��.

� � � G���� � ����� ��� � 9��	���� �� ���	��� 9��	���� ��'�� 9����
��# � (������������ 8���� ��� �����#��� � ����� �&� : �� �����# ���"�# :
�	����� ����������� ��"�� � � �

!�� : 0������ � ���� ��� ������ � ����#���# �����  ����1� 9�� ����
������� �� �� �� � ����� ��������� � ����� 3��������� �� ��������� ��#���
07������� 8�"����1� 9����� ���������� �� 9����� �� ���	�� *� �����#���
������@, �������� ��������"�"��� ����#����� ����"����� ������ �������
���������� ������ � : ������ ������������ 3��� ������������� ������ :
������ ������ �� ��� �� � � � 2�� ��'�� ��"��� �� ���� ��	������ �� 08��
"�����1 ��� � ����� H���'���� *�	������� ������ � �������� � �+!H�,
�������� ��� ������# !)
 ������������� ������� 0I�����1� ������ ���
������������ � � ��� ��������� � ������

��������� � ��"�� ����� =������ 
� �#����"�� 	��� ������������ �� ��
��� ��� �� 9� ������ ���� "�� 0������ ��������1 � "�������� *�� 	��� ���
������ ��� ;������,� ������������� �� ���������� 3���������� 2� ��������
����� �������� ���� ����� ����;����# ������� ������ ��'���� ����&����
� ������� ��	���

7 ���� ������� �&� ���� ������� ��"��� �����# ��'� ��������� ��  ��
������ ��� ��������� ����������� =������ 
� �#����"�� !����� ������ �
0�����# 5���� A �������1� �	�	&����� �����'�����# ������ � ������ ��
���"�# ;�����# ��������� �������� � / ����� � ������� ������� �����
������# ��"�� �� ������� � ������ <������<� �� �������# � ����� "��
=�����# 
� �#����" ������ ������� �����������# ������ � ��	��������� ��
3��� �� � � ���������� �	���'�� : �� ���� �� ������� �����

)���� ������� 	��� ���������� � ������� � ������ ���	&�� ��� �����
"�� ��� �����# �� ��������� J���"� ��� ����������� � "��� ��� ���# �
�����'�� ���� ������. ��'�� ������� ����� ����� ��	�"�� *�������
�� ���� ����� ��'��# ���� ����,� � ��'��� ��	�"�� ���������� � �����
������ ������ �'���� �	�������� 3��# ����������� +�� �������� ���� 0���
������� �����1�

) ���	��� � $-������ 	��� �� ������ ������ 2������ ��� 	��� ;����
��;�� >����� 9���'��� � �����# � �������. ���� ������	 
����� B��
������� *��������� �� ;������ ��#�� �����"���� �� �������# ������� � ���
��� ��������� � ��� ���"���������, � ������� ����� >����� 9���'���� �
��� ������� 0>��� ������ �����1 �� 0+������ ������1 	��� ������

>��� � ���	��� � KL �������� *KL : ��� � 5���	���@,� �������� ��"��
���'����� �����	���� �������� �������.
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D� ��"��� � "������� ����� ��� ����� '�� ��� �����C

K� 8�� ��"��� ��C

L� ����������� �� 3�������# ���� ����� ��� ������ ��������"���� ����"C

M� 8�� ������� ������C

$�
�������"����� ����� � ����	� � ��������������

%� 4�� ����� �����# �����C

F� 7����� �� ������ 0=�����# 9�����1�

N� ������� 09	�	&����� >���������1�

E� ������� 05�������1�

D-� B�����������

DD� 08���"��1�

DK� 8�� ���������� ��������������C

DL� 9	����� ����"� ��#���������

DM� ��"��� 	����� ������������ � ��� � �������������

D$�
� ����� ���'���� ������������

D%� >�����������

DF� B�����;�������

DN� 4���� ������

DE� O�����

K-� 4���� ��#����#�

KD� (������� 	������#�����&� ������

KK� 8���� �� ������� �� ��	��� ������� KK�#C

KL� (�&������� �� � ����� ���"��� ���"�#�� "����C

����"���� � ��	����� N� E� DD� DE � KK� >��������� : ���� ������
��������� ����"���� �� ��;������� ��	���� N : �������� �������� ���
���� ����� 	� ��;����"����� ����"� �� ������� ������# * ��� 	� �������
�������,� ��	���� E : �������� �������� ������ ����� 	� ��������
����"� �� ��������� ��	���� DD : �	P������� ��� ���'���� * ����� 	������
������, �������� ����"�� *�� � "��������� ��������� �� !)
 �����;�����
���������&�# 3�� ���'����,� O���� � ��	���� DE : 3�� ��������� �����
������ ��;;���������� �������# � ��������������� ������ "�������
2������� ��	���� KK ����������. ��� �� �����	���� 	��� ������� ����
����� �������� � �������� � ����� ���� �� ��������� ���������� � "�������
����������� : � 3�� ���������� � ���������� ������ �� ���'��� ����� � � �

�� ���# ���������� ������� ;���������� ��������� ���� KL ��	����
����� � �������� � ��#"�� � � �
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� � � +���� : �&� ���� �����"�� �� ���	��
�� �� $-������� <���# ������� ��������� ���
�� *���� ���������� : �"�������� 	
����

�	���� �������, ������ ����� ���������
�� �� ��� DL �����	� DE%D ����� ) ������ :
�� ��;�����. ����; >�����#�� (��� 5���
������ ���� ������� *3�� ������ 
�������
������ ;������ ����&���,� 5��� 
�������
>�� ������ )���� H������ )�� ��� �����
������������� �������� : ������� �������
����? (��� 5������� �������� ������������
���&�������'������� 5��� 
������ ����
;���������� ��������� )���� H������ ���
�� � ������� � ��������"����# ���;������ �
���"������ ��� ������ ��������

9���"�� ������� "�� ��� ���"��������
��������� 	��� �"��������� ��������� ���
������"������ ��'�� 0���;�1� �����# ���
2��� 2��� 8������������ ) 0���;�1� � �����
� 0	���1  ����� � ����� ������� ��'������
������� (��� )�����

9	�&�� �������� �� ����� 3���� ��'��� � $��� ������� *��	����# �����
����"���� ���� � � �����������,�

� � � ) ���	��� �� $-������ �� ������ ������������� ���� �	�&���� ��������
������ � %$������ ������� ����������� 0(������������&���� ������1� �
���� ����� D$ ���� � ���� 	��� �	�&���� ������ ����������

2� "�� '� �� ��������� : ���� )������ � �� �	������� ����# � ����
���� �	���� � �������� ��'���� ������� ������� �������������� ���
����� : � �	���������� ��������. ��� ���'�� 	�� ������������� 0������
�� ������1� 8��� ������ ����� � ������� �� ������� ��"������� =������

� �#����"� � �� ���. ����� 	��� � ������ ����� � ���� : ���	�� ��"�� ��;�
;���������� �������# � � � 9������ �� ����� ��������� ���#� ��"���� :
3�� 	��� ������@

)������ � �� ���������� ������� ��������# ��" � ����� � �����������
��� �������.

9��� ���� �	��� � ���"� �����"��# � ����&�� ��"��
7 ��� ���� ��" �� ������� : � �������� ������� ������

�� �������� �� ���������� ����# ���	�� � ;�������"���� ������ ����
����� ��� ����# � �"������� !�� 	��� ��	�������� �� ���	��� � ������ ���
��������� 2� �	��'�� �� ��������.

+�����
�"����� D��� ������ 
��������# ��������"����# �����

=� 
� ��������

������ ������ 3�� ������� �����. ������ �� 	�� ����������� ������ ���	�
	�� J���� ������� ��������� �������� ��� ��������� �� �	��� ���� ���
��#� / ������ ��� �� 7���������)�������� �� �"��� ������� ������. 0!��
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��������� �������� >�'��#1� 7 �� �������� �	��� ������. 02� ��������
��� <�����1� ���. 02�  �'� ���� 1� � �

7��	�� � %$������ ������� ��������� 	������ ������� =������ 
��
 �#����"�� � ��� ��� 	��� ��������. 0����������@1 ����� ��� ��� ����������
;�����;��. ������� 8���� � ������ *����� ����� �����&���� � ;����,
� ��� ������� � ������ ������ ����������� *����� M-� �����,�
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=&� ���� ����� ������� ����������� �� ������� � ����������

07�������� ��&������� �����������1

+�� ���# ������� 	��� �������� K% ;�����# : ����� ���"��������
KL ��������a� ����� : L ������. G���#�)������ 5���� 2������� )�������
����� �������� �������������# ������ : ����� ��	������� �&� E �����������

����� : % �������. �	������� 
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$ F $
F E $ E DE E $ E F�
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��������# ����������� : ��������
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(��� ��"� � ���	��� 	��� � ��� K ;�����;��. � �� B������ )�������
�� ;��� ������# ��������# ������ � � �� ����������# ����� *� 	�� �����
��������# � ���� ������ �� ������,� � ��� ���� : �	�&���� � �������.
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) ��'��# ����� ���� ���� ������ �� ����� : "��� ����� ��� : � ����� 3��
����� �&� �������#� "�� ��'�� � � �
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�� �������� !�"���#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $	
�� %��������� &�'���� ����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $

����(����� )�'��"� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

�� ��������

����������� ����� ���� �������� !� *� +����, -���. ����� ����#�/
��� ��0 �������� ��0 1����� ��� #���� '��� ��. ���-���. -���. �
&���������� �-��� ����., � ��-(� ������ � ���2 ��&����2 -��(-�2 ��/
�#�������� �����-� ���� '�� -����������� 3��������#��-� �������� ��/
��� ���� ��#��� � �$$�/2 ���, -��� ���-� - ��������-� � 1���-� �
'� 4�� 5��������� ������� ����������� ��'��" ���� &� �������� ���.
��������� 1���-� 6� )�&��� 7�&��������� �������� -�- ��� !�� ���8
 ��, #� ���� ��(�� ������ �����#� ����������� 2���#��-�� 5��/
������� ��-�� �������� , #� 5�� ���� '��� 4�'#�., � 2���� ����(�/
������� ����� �� �� 9���������, � ��4 ��� &�(� '��� �-���� ���� ���
����������/���#��� &���(���� ����� ���� 7������� ���-�� �:!, ����/
������-�, 1����������-� � �� ��8� �&�#��, � ��4�. ���� � �� �� �'�������
���������� &��-�����2 ��� � '���� ������������ ���� -�- #��� ��������/
#��-�. ';�-��

)���� ���� < ��� �� ���'��� &�����-���� ��2 '�����. ��������-��
��� 5�� ��� ���-� - &��#��=

� )���� ���� ������� '��� ��� ���, #�, &/�������, �������� �����/
�� ���"���� ���#�. ������

� �������� ����� �������� ���� < &���. � ��������. ';�-��

� )���� ���� ���� ������� &#�� � ����� '������� ��������-�, � �
��. ��&�4� ��'��0� �������#��-��, ����'���#��-�� � �������#��-��
&����� � ������

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� �����������



�� �� �� �����	 �� �� 
����

� � ����� ���� �-���� ��� ����(���� ��2 � ������2 �����, � �
��2 &� ��>������� ��� �-����2 &�'��� � &���. 1�������-.,
���� �� -���2 ���� �(� �����-� ����

?�� 5�. ���� � < ����-����  ��, #� ��-� ���� � -�-�� ��� �&�'�
���&���� , ����-�� ��� �����#�� ��� �����2 ����� :����� � &������� �
�������� -�����#��-. ����� ����, � ���� � �&����0��� ��-���� ����/
(���� &������2 ��� 7���������� ����� ���, ��(������ ����8� :� &��������
��-�� '���� �� &���� ���(����, �� ������� �������������� #���/
���� - -����� @����� A�B, ������� � 3����-� A��B, !��5��� � *-�� A�B�

	� 
����� ����

���� < 5� ����-�� ���-����� �����&�����-�0>���� -����� � &������/
����� 9� '���� ������ &���&����� 5�� -����0 &�������������. � '���
�#� &��������� ���� 1��������� ��-�


��������	� ���� < 5� ����-� ��(���� -��(���� S� � ���2�����
&��������� R�, �� �� '��-��#� ��11����"������ �'��(���� f = S� �
R�, -��� &������� ������ �#-� -��(���� � ������ �#-� &����������,
&��#�� ��-�� �-���� f �7u8 �� '��>����� � � �� &�� -�-� u � S��

C��� ��'��� ������� -������ � &����������, � ���� �(� ����� ��/
'�� �� ���2 ����-�2 &�����#��-�2 1��-"�. x7u8, y7u8, z7u8�

��	��� � �����	�
�� ����

x D cos u�
y D sinu�
z D ��

��	��� � ����������

x D 7� E cos �u8 cos �u�
y D 7� E cos �u8 sin �u�
z D sin �u�

9� '���� ������ �#���� ���� ����������	�����, �#���� &�(���� ���
��&��������� '2�� ���� �, -��� ����������� ���>���0 &���� #���.
�����-� �� &����������0>�. -��(���� S� D f7cosu� sinu8ju � Rg � R��

�� ������	�

+���-�� ���-����� -�����, ��������������� ���� & ��'�, �(�� ���(�� 
&������� ��11����"��� �. ��������, � �� �&����� �������������� &/
����� ���� &�����������, #� ���� �����������0��� � �#��� 0 � ���������/
�� ��4���� 5-������������, �������0>�� �� &��'��������, -����
�(� 1���#��-� &������ � -��-� �����-�, -�"� -��. ��������


��������	� ��	��	� �������� ���	 K� �	�	����� �	� �����	����� f =
S� � R�� � ��� ��	���� �������� ����� fv �	���� ��� f� D f �



���� � �� ���������� ��

��	���� �������� �����	����, ��� �����	������ ��	��� �	���� �� ��
�	�	����	, < 5�, ���� 1���� �, ����-� �'��(���� F = S��I � R�, ���
I < ����- #����. ��� C��� ��1�-������ ���. �������� �'��(����
F , &����� ��� ���#���� v, � �� &��#�� �'��(���� fv = S� � R��

:�&�����, 1�����

x D 7v E cos7�u88 cos7�u8�
y D 7v E cos7�u88 sin7�u8�
z D sin7�u8

����0� &�� v � 7��E�8 ����-�0 ���&�0 ����������� ��4� ���������-�,
���#�0>�� ���#���0 v D �=

v � � v � �� � v � �� � v � �

��� ���2 ���#����2 v � � 5� '���� �����&�����-�0>���� ��(����� -�����,
� &�� v D � �� ��. &������ ��.��� �#-�, � �����, ��&���� ���#���� 7x� y� z8
��� u D ���, u D � � u D 	����

��� ���� ������0��� �����	��������, ���� � ��� - ������ �(� &�/
��.�� ����-. ���&��.� :� �����-� ��'��(�� &����� ����-. ���&�� ����,
��������� ���
�����=

            

��������� �������� � �� ���������� ����

)������ ��. ���� 7��� ������8 < 5� ����, 5-����������. &��-. -��(/
���� �� &������ ��

���� &���� ������� �����- ������� �� ����, ��. ��� '����� ��� �
����� &��� , #� � ����������

            

����������� ����

@������ ���&�������� ������� �� ���� �&����� �����'��� �� F�-��
A��B � �
�� ���� @������ F�-��� ��'���� ���4-� ������� � &5��� ��-/
��� �� ������������� �� -�& 0����� 3���� ������ 7&��&���� �

$ ��� A	B8
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�(� G����� � 9� F��4 &�������� ����. �������, -���., ���� & �����,
�(� ����� ����� ��&����������� �

�� 
�	�����	�

6��� < 5� ������������� -����� � ������������ &����������� H�/
��(���� ������� � &��-��� ������ ������"�0 &����������� ���������
��&�������� '2�� -���. �� &����&�(�� ������ ������"�0 -���.�

C��������� ������� -����� ����, -���� ���0��� 5-������������ ��'�
&�� ��-�2 &��'��������2�


��������	� 6��� ���������� ����	�
���, ���� � 5-���������� �����
���-�� ��� ���(���0�

��	��� � 6��� I�� ���-�J ���-����� K� �-������� ���&��, &�������/
��� �� �����-� ��4��

��	��� � )��������- �� �������� ���-�� ��� ����=
            

 ���� ���������� !����� ����������

K�� 1�-� '���� �-���� � ������� ����


��������	� 6��� ���������� ���	�����, ���� � 5-���������� �����
'������, �� �� ��� (� ����, &�2����� � '����� ��&���������

��	��� )��������- '�����, ��- -�- ��&�������� '2�� �(� ������� 
�� '����� &������ &���� �� �$�� �-��� �� Ox 7� &��������� ��4�
����������#��-� &������������8�

��������	� ����� ��, #� ���� I�� ���-�J ��-(� '������

3���� ����, ���0>�2 �� '��� $ &�����#���., ��� �� - ��� ��'����/
��.= 5� ���� $�� 7��� ��'��"� ���� � &���(����8�

L��&���� , '����� �� �����. ����, ��&���� ����� ����� �-������ /
��� ��'�������� '�� &������ �� - � �
�� ��� 7&����� )������ A��B8�
H'>�� �������� ��� ��4���� 5�. &�'���� �� ��.��� � ��2 &��

�� ������	�	� �����

3�>������� �����������. �&�' ����� '��� ��(��� ���� �� ���2 '���
&����2� ��� 5�� -�(��. �� ���2 ���� ��(� �������� � -�-�/� �����,
� &�� &��-���� ��� -�"� ��� ���� - ���� -�"�� ������ ��� 5� ���
����� �����#� ���(�= ���#��� ��(� &���� ����-. ���&�� &���/
1������� '� �����2 ���� ��-, #�'� ��� -�-./� ��������. &��-"��
�� &��-�� ��4���� ���-, ������ -��� ��4� ���� ����� '� ���, �-����/
��. �� �����0>�� �����-� �����, � ����� ������� �2 ������ 5�� ���-�, -�-
&-���� �&����� ��-� -� �� ������������� ������������� ����, �-��.-�
�(� &�������� �� - ���� �&�'��
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M��- &��� , #� ����� K�NK� ���2 ����K� �K� �� ������� � �#�- ���/
���� 7�'>�, ��� �#-� ���� ����&����� ��(�� �'. ������� � ����-�2
���&�.8�

C��� &���������� ��'� ������0 ����� ���� -�- ���(����, � ������� ��.
���� ������, #�����, �� �����"�= ENK D K ��� �0'� K�

6��� ���������� �������, ���� �� ��� �� &��������� � ���� ����� ���2
��������� ��2 ����� ������ ���� ��&���0� �� &����2 #���� � ���1��/
��-�= -���������, #� �0'. ���� �(� &��������� � ���� �����. �����
���-� -�2 &����2, � &���� �����#��

� 5�. &��#��� � ��'��"�2 ����, ����������� -���2 ��������-� ����/
��0��� � �$$�/2 ���, &�������� �� - &����� ����� ! �����>��� �������
��������� &���� ��'��"� ���2 &����2 ����, -���� �&��-�0� �������/
��0 &��-"�0 � �� '��� #�� �� �#-��� &�����#���� 7�(� F��, 9� )�����5.�,
�(� 6�-�, �

�8� � ��'��"�2 ���� &������ '���#���� ���� nm, ��� n< #���
&�����#���., m < ���� & &���-� ����� ���2 ���� � n &�����#������� 6���,
&��#�0>���� ���� � ����� �����. ������"�� ��� ���-�� ��� ���(�����,
� ��'��"�2 ���� �� �����#�0����

��� ���������� ��'��" ���� �0�� #��� �&��-��� 4�'-� 7� ��������8�
3���. ���������. ���#�. ��-� ��� < 5� �	�	 !����, ��� 5-����������2
���� ����� ����, -���� � ��#���� �	 ���, ��#���� � �$

 ���, �#������ ���/
��#����� �� ��=

!��� !���

H'����(�� �2 5-����������� 0���� �� : 0/O�-� !� @� ���- � �
��
���� 3#������ I0����/&�1������� � ��������� ��������-/�0'���� J ��
&����. ��� �����#����� � ������ ��������-� 7��&����� � ��� *����P8 �
������ &������ - ���� �-�������

� ����(���� &�������� ��'��"� &����2 ���� � $ ���&�����#���. �-�0/
#���� �� ��� ��'�� � ������ ��'� &� ���� �� -�& 0������� &�����/
���� � ��'��"���, -���� ���0��� �� ���-� -�2 www/�������2 7���, ��&��/
���, A��B8�



�� �� �� �����	 �� �� 
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�� ���������

� &���"�&�, �0'. ���� �(� ����� ������ 1������� x7t8, y7t8, z7t8
� ���� ����������#��-�2 ���#����� ������ &������������ � ��-� ����
��� ���� 7���������-�8 '�� &������� ��4�� )� 1�-�, #� ��� �0'� ����
��.����� 5-����������. ��� ����������#��-�., ����-��� �� ��, #� �0'��
&�����#��-�� 1��-"�� x7t8, y7t8, z7t8 �(� � �0'. ���&�� 0 �#���� &��/
'����� ����������#��-��� ���#������, �� �� -�'���"���� sin kt � cos kt�

:��, ���-, ������� , #� �� ��>������� ��-�-� ������� �&�'� ���/
&���� 5-����������� ��� �-���� ��5-����������� ����, �������2 ��/
���� 1�������� ��� �&�'� ������� ����, � -����� �(� ���� � ��/
'��� , ���0� -�'�������. 2���-���� � 5�� ������� �� ��������� ���
��-�2 �&�'�= 7-�����#��-��8 ��������� ���� � ��(����� &�������������

�� �	������� ����

"�	��	��	 ���	< 5�� �� �����������. �&�' ��'��(���� ���� �� &��/
-���, -���� �� �(� &� ������ �� &������>�2 �����-�2� +��� '���
1���� �, ��������� ���� &����������� �'. ����-�0 -����0 �� &��-���,
�� ���0>�0 �����2 �'�2 �#�-, -��� -��#�� #���� &����2 ��.��2
�#�- 7���, ��� &���2��� ����������� �� ���&�����#����8, � ���'(����0
� -�(�. ��.�. �#-� ���� '��� �&������ �. ��1���"��, �-�����0/
>��, -�-�� �� ���2 �����. � 5�. �#-� �������� ���#���� 7�� �� ��(�� �����8,
� -�-�� ����#���� 7�� �� ��(�� ����2�8�

Q�'� �������� ��������� ����� ���� f = S� � R�, ��(� �� �����
&4������ , �� �� &�������� ���&��, '���-. - �(��������., � ���, #�'�
�� &��-"�� � � f = S� � R

� � R
� �� ��'�����0 &��-�� ����� ���������,

�� �� 7�8 ��-�� &������. 7� � f8� ����� �� '��>���� '� � � � 7�8 ��-�-��
�#-� �� ����� '� '��� ���2 &�'����� H#�����, #� 5�� ������ �(�
�'�� �� ���. ���&��., �� �����>�. �� &������ -����� 5-������������
�����

"���#������� $������ %�#������� $������

��� ���&�� ���� � &���������� �� ��������� �(�� ����� ��� K�� ����/
����� ���� '�� ���2 &���"�&��� � �����#��2 ����� �/&����2, �������/
�� ����, -�- ����-�� ���-����� &��-�� -�����, �(�� &�����&���� ������$
�������$, �� �� &������� �� ����.����0 ����.���� ������ �����#��2 &��/
'�������. &��-���, ����- ������>�� � &���������

�/����2, ���(�� ���������� ��	��	���, -��� �� ������ ��. ��&,
��&�����, &-������� �� �����0>�. ������"� ���������� %���������	�

!� L�.����.���� < ���� &���. -����, &���>���. "���-� ����� ����
7�
��8� � ��. �-����� �����0>�� ������= ��� ��	��	��� �	�	$� ���� � ���



���� � �� ���������� ��

!����� ���$�� &��#�����

I8 II8 III8

!��������� %��&���������

�� ���� ����	 � ���
�� ����	� ����	 �� ���� �� ��# ����� ������ � �����
����������� ������# ������� ��	��	��� � ���������� %���������	�

3 �#-� ������ ��������. ����� �'������. ������ L�.����.�����
��� � #������= ���, #� �0'�0 ����-�0 ���&�0 ���� � &����������
�(� ����� &4������ ��-, #� �� �������� - &��������� ���� 5�����/
�����2 &�������- �-������2 ���2 ��&�� ���'�� �-������ ���� 5��
�����(����� �� &������ �� '����, ������ �������������� #�������, ��/
&�����, - -���� A��B�

��	��� ������>���� �� ���-� � �� ���-�� ��. '���, &-������ �� ��/
���-� ��4� 7�� ��8, &��� &��-�2 ���&�., ����(�� �����0>�0 &������/
��� ��� &�������- L�.����.�����= II, III, III, I, I, III, II�

H';�����, � -�-� ������ ��������� �(�� ������������ �� -�- #��� -�/
'�������. �&�' ������� -����� 5-������������ �����

��������� ����, ��������������� � �#��� 0 � &��-�2 ���&�. 7����/
-�2 ��1���"�. � &��-���8, ����(�� �����0>�0 ��1���"�0= 7�8 � -�-�
&���-� ��� -���. �����0� �#-� ���&�����#����, 7�8 -�-�� ���� -���.
� �#-� ���&�����#���� �������� &�2��, � -�-�� &���2���

��� -�������� &��-�2 ���-����2 -����2 ��'��� ����������� ����/
0��� �	������ ��	��	���� :� ���� ����, ������� ��������� '� 4� &���&/
�'���� ��� &������ ���-����2 -����2 �� �1���, ��(��� ���-����2 -����2
�� &��-���� Q�'� - ��� &���.��, �� ������� �����0>�� &���� ��'�0������

����� &��-�2 �������� ���� �(� ������������ �1���#��-��, � 5�� ���
&�2�� �'��0�� 5-����������� 31���#��-�� ��������� &��#����� -�- &�/
�-"�� ���� �� �1��� S� � R

�, ����(�>�0 ��4 ���� ������, �� "����� �1���,
���� 5�� &��-"�� ���������� ��-������ �1��� � -�-./� �#-�, �� &��#���
�� �1���#��-. ��������� &��-�0�
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�����'����� &��#����� ��������

!�- �&����� ������� �>� !� *� +����, � �&��������� 7�&�� � -�"� XX
��-�8 ���� �-������ ����� ������ ��������-�, ���-����� ���&�����-�0/
>���� ������������� �1���#��-�� -����� � �#��� 0 � ����-. ���&��
�� &���2���� �1��� �����#� -����0��� &�������� �������� �����0/
>�� �����


��������	� +������ ��������� &���-� n < 5� ������������� -/
��(��� , �� -��. ���#��� �n �����#��2 �#�-, ���'���2 �� &���, � ��
-�(�. �� n 2��, ������0>�2 &����� �#-�, �-���� ��&���������

H&�4�� &������� ������. ��������� -���.� :� -��(����, -����
&������������ �����0 -����0, ��(� ������ &�'���� ���2 ��.��2 �/
#�- � ������� -�(��0 &��� &�'���� ��. �#-� 2��.� :�&�������� ��
2���2 ��'������� ��-� :� &���2���� �1��� ��� �&��� &��������� &�/
(���� �� ��&�������� ���>���� 7&���� #���. �����-�, ���� �� �1��� ��/
���� �����(�8� ��� -�"� 2��� ���������0� ���� ������ -���. � -����/
���� ��.�. �#-�� ��(���� ��� ��&�������� 5��2 �����. '����0� ����
)�- ��, ��&�������� �� 2��� ����������� &���2�� � ��. ����� ����
- ����. � &�(���� �� ��&���������

a c

d a

d b

c b

���� ��$�������� ��&�

��1���"��  &�2��2 � &���2��2 ����(���� � ���	 ���� �	������
��	��	���= 5� ���#��, #� �&������ � �� -�(�. 2��� �������� ���- IEJ,
���� �� ��&������� � &���2�� - &�2��, � ���- I�J � '����� ���#��� M��-
����� , #� 5�� ���- ��&����� � ���-� ���	�
�� �	����������� ��.�.
�#-�, -���� &���������� �����0>�� �����-��
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 ������� �����'������

�� &����� ��������� ���� � ���������0>�. ���>���. ������. ���/
������=
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���#����� ���� � #������ &��#�����

:�-���� ��������-�, ��&�����, 9� ���- � H� ���, &������0� �����
&����� ��������-� �����- �� 2���2 7��� ���� 0 S� G������ � ����� ��/
&��-�, �� 
�T ��	8� H'� &������ ������� ��, � ��4� ����� � &�����>����,
#�, ��'����  ���-�2 �� 2���2, � �2����� ����������� �� ��2 �����-�, ��
&��#��� -�����#��-�0 ������� ���������, ����0>�0�� &���� ����������
�����������. �1���#��-. -���.�

�� ���������� ����

������������� ���� &��-��� ����������� < ����. �����������. � ���/
��#��-� &����. �&�' �������� ������� ����� � 5�� ������� �� &�������
����� &������������, -��� � &������� ��� ��� '� 4� &�����-��� �����/
��� �&�"��������

����&�(��, #� �� &��-��� ������� ��-��� ��&��������, -���
�� '���� ������� �����-�� ��� 7��&�����, ��&�������� �� ������ � ��-��/
��. ������� -������8�


��������	� &������ ���������� ���-����� -����� �� &��-��� '�� ���/
��-�� ��2 -������ ��2, ��� �'������ -��. ��#��&���0��� &��-�'�#�/
�-��� �#-��� ������� 7��$�	��' � &������ ��.���� �#-����

���-�'�#��-�� �#-� ������� < 5� �#-�, �'���� -��. ��4� -�����
�-�� � �������� -�- &��-�'�#��-�� &���'�� y� D x� � -�������� ��#���
-������� K� ����. '>�. ��� �#-� �� &�������������. -���. r7t8, �
-��. ��-�� r� '��>����� � ��� , � ��-��� r�� � r��� ��-����������

 ���!��	� :������� I1���J ��&� ������ & �. &��#���, #� 5-����/
������ ��� -���. '>�� &�(���� �� &��-��� 7��&�����, 5���&��8 ���0�
�� - �'������ �-������2 ��&�� @ 5-���������� < 5� -�- '� 1��� ���/
��. ����, ��2��>�. �� ����. -���.�

H';�����, � #�� ����� ���� ��(�� 1������ � ������� %��� �� ���/
�-�(��, �-��� '������ ���'����� ��������� �����-�� ��2 -������ ��2�

*���< 5� -����� �� &��-���, �-�(��, � -��������� 7x� y8� �'����� -
��� �>� ���� 0 -������� z, �����0 �������� ���� ��-��� -���. � ����.
�#-�, �� &��#�� -����0 � ���2����� &���������� R�� C��� �� ��2��.
-���. ��� �� - &����� ��.��� �#-� � -�0��, � &��#����� -�����
� &���������� '���� ����-�� ����� )������ ���� ��-��� &������� ��0��,
&�-� -� ��� �����-�� ��2 -������ ��2�



�
 �� �� �����	 �� �� 
����

C��� �-���� �� � ���'����� ��������� �����-�� ��2 -������ ��2, �
��� ��-��� -���. '���� &������� ���#���� �� � �#-�2 &���., � � �#/
-�2 -��(����� )�-�� '����, � 5�� ���#�� �� &��#�� ���� �� � R�, � �
���2����� ���'����� R�� S�, &���������0>�� �'. &�������

H&�4�� ��&�� ���������� ��(�� 1������ � ������ � �������2 ���/
������

� 1���� ��������� &������������ �� ���� ������� ��-� ��� �#-�
������� ��(� &��� ������� , � &�2�� � &���2�� � ��.��2 �#-�2 &��/
����� ��-= ����
 ������ ��� 	� �� ������ ������� ���	 � ��	�� ���#���
�����	 �������� ����#����� 	 ����	� ����
 � ���#����� )�- -�- 1��� �� ���/
�� �����-�� ��2 -������ ��2, ��-� ���������� �����. -���-�� &��������

!������� &��#����� $ �����

H'����, & ��������� �(� &����� 1��� &������������ �0 �����
�������� ��������� � '>�� &�(���� ��-, #� � ��.��2 �#-�2 �� ���
�� -������ ��2 �� '���� �����-�� �.� ���� 5�� ������� ��� �#-� � �����/
-�� ���� -������ ���� �� �#-� �������, � ��.��� �#-�, � -���2 &���2�
����� ��&�������� I�����/��&�� T0�/���-J, &��'������ ��-, -�- &-����
�� �����-��

!������� ����� $ &��#�����

)�� ����� �� &-�����, #� ���-�. ���� �(� &��������� 1����� :�/
&�����, �� �����0>�� �����-� ��'��(��� 1���� � ��������� ���� � &��/
�� ���������-� 7����� & 1���� &������ ���������, � �&����, ��'��,
& ��������� < 1���8=

 ���� ���������� !����� ����������



���� � �� ���������� ��

6���, &�����������. 1����, ���������� ���	������� ����� @���� &�/
������- L�.����.����� ��� ��(������2 ����, &�����0>�2 �&���#��-�0
5-����������� ���2 ����, � ���� ���� '�� ��&���� ����� ������ �� G� *�-/
�� � 3� M� )�'�#��-���� �5��� &���#�������� � �����0>�. ������ &���/
���.-� �� '���� ������� ���������	�� &���	(�	�	������	�

"������ #� $%�&'( �� "�)�!�	&�� *��+, "�	 )����	 ������	���*
$� �����	������� ���� ����	 � ���
�� ����	� ����	 �� ������ )����	 � ���*
���� ����� ������ ������� ��������	���
����
$ �����$ �# ����������+

�8 ���

�8 ���

�8

�8 ���


��������	� � ���#�� � &��������. ��4� 5-������������ 7�&�/
��#��-.8 �-�(��, #� ��� ��(������2 ���� ���	������ �����	������, ����
� 1���� ��� �� ��2 �(� &���.�� - 1���� ����� &�� &�>� �� -
&����2 ���2 &�������- *�-��T)�'�#��-���

� -�(�� -����� �&���#��-� 5-����������2 ���� ��>������� '��-��#/
� ��� ��(����� �� 5-����������2 ����� :�&�����, �����0>�� ��� 1����
&���������0� ��� ������ 7������� ��2 ����8 � &��� �&���#��-� �� 5-��/
��������� :� �����-� &-����� ��-(� &��������� ��� &�������- *�-��T
)�'�#��-��, &������>�� ��� 1��� � ����.�

�8

�8

�8

�$�#�'����� (������������� &��� ������

� ������� ��� �� �-�(��, #� 5�� ��� ������ ��(����� �� 5-��������/
��� K� ���#���, #� �0'�� &��������� ��� &�������- *�-�� T )�'�#��/
-��, &������>�� ��� 1��� � ����., '������ � ����(�� 2�� '� ���



	� �� �� �����	 �� �� 
����

&������.-� ��&� �8� 9� &������� ��-(� ������ U� K���4'����, &�����/
0>�0 ��(������ 5-����������� ����� �&���#��-� ������� ��2 �����

�� ���������

��� ��, #�'� �-���� , #� ��� ���� 5-����������, �����#� &���;/
���� ���&�0 ��(�� ����, �������0, ��&�����, &��������� ��� 0 &���/
����- L�.����.����� ��� ���������0>�2 ���������

3���������� &����� �-������ ���� ��5-������������, -�- � ����� ��/
��, ��- � �'>� � ��������-�, �������� ��&� ������ �����������

-� 
).�� �����	� 	����	����

�&�����, � -�-�/� ��(����� X ����� ��4���� 5-������������� H�/
'��(���� X � A ���������� ���	��	����, ���� � &�������� ������ ���#����
�� 5�������2 X, 5-����������2 ��(�� �'.� � -�#����� A �(� ��&� ���� 
��(���� &����� �. &������ C��� A ����� �� #����, �����  #���/
��2 ����������2V ���� �� ���#����<  &������� ��2 ����������2, � �� ��

������ ���������� ���� � ��'���� � ��2 ���#��2, -��� � ��(����� X
��4���� 5-������������ ������ �����#� ��(�, � � ��(����� A &�/
'���� ��������� ��4����� �����#� &����

��	��� � ��.�� ��4���� -�- ��������� #�����-� �#�- �� &���.
������� � �'��(���. "������ �� &��-���������

L�������� ��(���� X, 5��������� -��� ����0��� �&���#�����
#�����-� �#�- �� &���.� ��� #�����-�, A�, A�, A�, A� � B�, B�, B�, B�, '�/
��� �#���� 5-������������, ���� &�����, �2 ����(�>��, �(� ���&�(�� 
�� &��-��� ��-�� '����, #�'� "������ ��� &��-"�� �� ��-��. �#-�
&��-��� &�������� Ai � Bi ��� ���2 i D �� � � � � ��
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Q
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Q
Q
Q
Q
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QQr r r r

r r
r r

r
O

A�

A�

A�

A�

B� B� B� B�

)������������ &��� '������ ��������� ���������� $������

 ���!� �-�(���, #� ��� #�����-� �(� &�������� � �����0 ���� �
�� - ����, -��� ��&������� &�&�"��

A� �A�

A� �A�
= A� � A�

A� � A�
D B� �B�

B� �B�
= B� �B�

B� �B�
�

9� �����, #� ����#��� A� � A�

A� � A�
= A� �A�

A� �A�
7������ ����,���� ������# ��*

���8 �������� ���������� �&���#���. #�����-� �#�- �� &���.� L���� ���



���� � �� ���������� 	�

&������>�. ����#� &-�������, #� 5�� ��������� #�� ��� ��.= ���� ��
���#���� �� ���2 5�������2 ��&���0�, � ���� 5������� 5-���������� ��(��
�'.� ���������, '����0>�. ��-�� ��.����, ���������� �������

)�-�� '����, ��.�� ��4���� #�����2 �#�- �������� &���� ������/
���� ��4���� &��-����. 5-�������������

��	��� � K.����� 2���-�������-� �������. &���2����, &����������/
�. � ���� ���������"���

���-�0 -�&�-���0 ��������0 &���2��� 7�1���, ��, ���-, ����� 9W�'�/
��� � ��&�8 �(� �������� �� ������ ��-� ��-, #� �0'�� ��� ������ ��-�
��' �'>� �� &�����-�0���, ��' ���0� ��� '>�0 ���4���, ��' ��� '/
>�0 ������ )�-� ���������� ���������� ���	�����-�� &���2�����

!�'������� ������� ���������"�� ����� � ��, #� ��� ���4��� ��/
����0�, � ����� �-�����0�, -�-�� ��.-� ����� ���#�0� ������ �������/
��"���

!������ )��������"�� 7�� �� �8� 7�� �� �8� 7���� �8� 7���� �8 ������ �1���=

�

� �

�

�����#������ �����

.������ #	�	���������� ���������"�� ���������� #��� f � e E v, ���
f < #��� �����. 7������ ��-�8, e < #��� ��'�� 7���� ������ ��-�8,
v < #��� ���4���

*���������� ��� ������ -�'������. �&���� ������, #� 5.�����
2���-�������-� �� ������� � ��'�� -�-����. ���������"��, � &����������
�&���#��-�� ��&� ���. &���2����� 3�������� �, 5.����� 2���-����/
���-� �������� ���������� &���2����, �������������. -�- �&���#��-�
&����������

�������, #� �0'�� -�&�-���� ������������ &���2��� '�� -��� &���/
�������� �'. �1��� � ��#-���, &��#�� ���� g < 5� #��� ��#�-, � 5.�����
2���-�������-� ����� ���g� )�-�� '����, 5.����� 2���-�������-� ��������
&���� �&���#��-�� ���������� -�&�-��. ����������. &���2����
'�� -���� ��� &����� ��2 -�&�-���2 ��������2 &���2����. �� &��#��
&���. ���������, ���� - 5.����. 2���-�������-� �'���� �>� ��� ����#���=
����� ��������� ��	� 7&�������� ������� ��� ���#����8 � ��������������

7&�������� ���#���� � ��(����� f��� ���g8�

 ���!� ����� ��, #� �����0>�� ��� ���������"�� ����0� &���2����
� ����-�. 5.����. 2���-�������-., � �&���#��-� ��5-�����������=



	� �� �� �����	 �� �� 
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�8 7�� �� �8, 7�� �� 	8, 7�� 	� �8, 7�� �� �8, 7�� 	� �8, 7�� �� �8, 7�� �� �8, 7�� �� �8, 7�� �� �8,
7�� �� �8V

�8 7�� �� �8, 7�� �� �8, 7�� �� 	8, 7�� 	� �8, 7�� �� �8, 7�� �� $8, 7�� $� 
8, 7�� �� �8, 7�� �� �8,
7�� 	� $8, 7�� $� 
8�

-� �����	���� �����

����������, &���������� �0� �� ��� �����#���� ����, &������ ����#�/
������

:�#��� � -���-� &������ ���-� -�2 ����#���� ��2 ����������, ����/
0>�2 & ������ &��#���� ��(��0 �� � ����� �����

� /���� ����������, �� �� ������� �� #��� ��.��2 �#�- �� ���������
�����
� -�-�/� ������ #��� &�����#���. �(� �#���� ���. ��(����
����� 6��� � #���� &�����#���. � ��� � ��� ������� ��� �����.4�.
��������� ��. ���� < ���������- < ����� #��� &�����#���., ����� �,
� � �#��� 0 � ���-�� �� ���(���� 5� �����������. ���� � �����
&�����#�������
� ��'��"�2 ���� �����"��� �&���#���0��� & #���� &�����#���.�

� ������������� ��� ���������� < &���. ��������� �������������/
� �����
K� ������ +�����/M0-�, �-������� �� - � �
$
 ���, 2�� &�'����
'��� &�������� �>� � ��#��� XX ��-�� )����� ���#�� ��-= ���� �������*
��� R�nK� � R�nK� ���# ����� ��������)��� �� �	�� ���� �����	������
� �������
$ �� ������	-�� ���	 � ������	-�� ������	����	�

� %�� ���� < ������ 4�. �� �� &���2���� %�.1���� 7��� ���� 0 �� ���/
���� � �����>�� �'���-�, �� ���T ���8�

� �����	 ���	 < 1���������� ��� ���&&� �&���#��-� &����������
R
�nK 7�&������ - ���� � &����������8� K�� ���&&� ����� �� -�����

5-������������ ���-����2 &���., ��#���0>�2�� � ��-��#���0>�2�� �
��. � �. (� �#-� 7���&&��� &���"�� < &��������� �� &�2(��/
��� ���2 &���.8� 3�>������� &���. ������� ������� ���&&� ���� &��
&�>� '����0>�2 � &������0>�2 ���4���. 7���, ��&�����, A�B8�
:�5-����������� ���� ���� ���� ����1��� ���&&�� :�&�����, ���&/
&� '�'�4-��� ���� � �-���/���� ����1��=

*���+��� ���� �����,����



���� � �� ���������� 	�

H'� 5�� ���� ��������= �� &��#�0��� -�&��"��. ���2 ���������-�
7���2 ����2 ��� ���� � &����8� �������� ������ , #� ��� &����2
���� &�'��. &����� �����(��� K� ����-��� �� ������ +�����T
M0-�, �1����������. ��4�, � �����0>�. ������ A�
B= 0��� ������
���# ������# ����� ������)��� �� ��� ���� ���$� ��������)��� ��*
���������

-� ���	��� ����'�

H�'� ���#���� � ����� ���� ����0� ������������ &�����, �� �� ��/
�������� ����, &������0>�� ���#���� � -� "� ���#���� � ��� ���
���-� -�2 &��������2� �����. �� &������� ��2 ���������� '�� ������
�(� @��-������� � �
��/2 ���2� !�����-"�� @��-������� ��� � ��(���
� &������� ��� &����� ��(���� �����#��2 �����������2 &�����,
��� -���2 ��>�����0� &����� �������� ��#������� �2 ���#���. & ���/
������ ����� �� ��2 �� &������� &��������� �� - ���= &����� �(����
7H&��������� � ������ ��.���� �����2 &����� �(� ��.��, ��&�����, �
-���� A��B8�

����� �(��� &���������� & ��������� ���� &�������� ���-� -�2
&����2 &������ %������, #� &���� �(��� ��'2��� &������� �����
��� ���� � �	-������, &�-� -� &�� &������.-�2 ��������, -���� 1�/
������0� � &��������� ��(� ��-�������� ���4���� 7�8, ��������� ����
���- �(�� &�������� �� � ��������� ��"�&������ %�"�&����� < 5� ���-�/
&������. ����, �� �� ��'� ���-� -�2 ���-����2 ����-�2 -����2 � &������/
����, ��������������2 � �#��� 0 � ����-. ���&��� !�(��� -�&�����
��"�&����� �(�� '�� �������� -�- ���� � �'., ��- � � ������� -�&���/
����� %�"�&����� ��'��(�0��� �� &��-��� &�� &�>� ��-�2 (� �#� ���/
�����, #� � ����, � ����������. �����"�., #� &��-�� -�����, �������0>��
���������, �(�� ����� �� ���-� -�2 -�&���� ���������


��������	� !������ "����	 V < 5� ������-�. &���� � &������/
�.

p
t, &���������. ���4������=

7�8 t��V
� �

� tV
� �

D 7t��� � t����8V
� �

7�8 V 7 8 D � �

1��	������� ��������� � &�������., �-�(��, x, ���������� &���� �
&��������2 x � x��� )�-�� '����, &���� �(��� &����������� �'. ��-/
���0 ����.��0 -�'���"�0 &�(���� ��2 � ���"���� ��2 &��"���2 ���/
&���. '�-�� t�

3��4���� 7�8 ��������� ��(�� �'. &����� �(��� ���2 ��"�&����.,
-���� ������ ��'� 4� 4��� ��������, -�- �������� �� -�����-�2, �
����4��� ����-�� ��� 5�� 4���� 3��4���� 7�8 ������, #� &����
�(��� ������� �� ���� ����� �� ��&� ��� ���4���� 7�8 ��-�������,
�(� ��#����� &���� �(��� �0'� ���� ��� ��"�&����� &���� ��������
�� - ��#�� ��� �����0 7�8� L���������, ��� �>� �-���� , #� ����� ��� ��
������� � &��������� ���� ��.����., � ��-(�, #� &���� �(��� &��/
�������� ���&�#��-�� -����� ����, �� �� �� �������� &�� &������.-�2 L�./
����.������ K� ��.������� � ��-, � �-������ ���� �� &������ �� '�����



	� �� �� �����	 �� �� 
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����� �(��� '������ ������ ����#���� ���� ��.������� 6&�����
�����0>���

� ��� ��"�&����. � ��#����� #���� -�&���� 7� #�������, ��� ����8 ���
���&��� &�������. t � &����� �(��� "����, � ��� ��"�&����. � #�����
#���� -�&���� < &��"�����

� ����� �(��� �����. ����� ���� ����� &���������0 &�����
�(��� ��������2�

� ����� �(��� �� �������� &�� '��>���� ����, �� �� &�� ������ ��&��/
������ '2�� �� &����&�(���

:������ �� �, #� &���� �(��� I�� #��������J ������"�� ���� ��/
��, � #�������� ������"�0 &����������� :�&�����, � &������ ���#�� 
����. ���������- � &����, #�� ��� �� ������ &�� &�>� &����� @��-/
�������� 3�.#�� �� &������� ��'2����� ��� 5�� ��-���-�, ��#���� � ��/
#������� &����� �(��� &����.4�2 ��"�&����.�
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�� �����#�� &����� �(��� ���� � &���� ���������-� ����-��� �2
��5-����������� �

-- ���������� 	����	����

�������� &��������� ���2 &����.4�2 ���������� ��(�����. 5-����/
�������� 1���� 7�� �� ��(������2 ����, ��� ������ ���8= #��� 9����� �
� #��� G����-��� �, -���� �� ����0��� �&���#��-��� ������������ �
�� ������, #� �2 ���#���� �� �&���#��-� 5-����������2 ����2 ���� ���/
��#�� ��� ��� ����� ������"�� 1���� #��� 9����� ������ ���-, � #���
G����-��� �� �����������


��������	� )#-� ������� ������ ���������
��, ���� � �� -�����/
��� ������"�� ���� � ��(��. ����� �� ���2�00, � ����-	���
�� � &������
���#���

g� g�
!���������� �'�� �������

g� g�
-������������ �'�� �������



	� �� �� �����	 �� �� 
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/����� 2	����	 �7L8 ��(������ ���� L ���������� &����� ������� ��(��
#���� &�(���� ��2 � #���� ���"���� ��2 �#�- ������� 1���� L�

�7L8 D �

�

�
�N

� �
EN

� �
� N

� �
�N

� ��A �


��������	� ��.��0 �#-� 1���� ������ ���������
��, ���� ��/
����"�� ���2 �����. 1���� � ��. ��&������� � ������ &��&��-���, � ����*
-	���
�� � &������ ���#��� ��-� -� 1��� �� ����� �����-�� ��2 -���/
��� ��2, ��-� &�������� ���-� ��.�. �#-� -���-���

g� g�
!���������� &����� �'��

g� g�
-������������ &����� �'��

/����� 3�������	 �7L8 ��(������ ���� L ���������� ������ ��(�� #����
&�(���� ��2 � #���� ���"���� ��2 ��.��2 �#�-, �����#����� �� &�/
���� '>�� #���� �#�- ������� 1���� L=

�7L8 D N

� �
�N

� �
E �

�
N

�
g� g�

�
E �

�
N

� �
�

��������	� �-�(���, #� #���� �7L8 � �7L8 < ��(������ �����������

7��	�	���� ����� ��, #� �� �� ����0��� &�� &������.-�2 *�-��T)�'�#/
��-���8

�� G����-�� A�B �-����, #� #��� �7L8Ej�7L8j �� ��� 4� 5.����. 2���-��/
�����-� &����� �. &���2���� %�.1���� ���� L 7��� ���� 0 �� ������� �
����� ��&��-�, �� ���T���8� 6������� 5�� ����������� ��� � ���� �2 A��, ��, 
B�
7!��������������� � ���� �2 A�, ��, ��B ��&� ������ &����&�(�� ��4���
����4���� ' ������"�� ';���0>�� &����������, &5��� ���������/
0>�� ����������� � ��2 ���0� &����&�(��. ���-� 9� ��&� ���� ���� 
����4����, '>�&������ � ����� �����8

��� ��(������2 ���� �(� &����� ����0 ���������� -��#�� &/
���-�, ������#��0 ����� ���������� ����� ��� �� �����0>�� ������� 7���
A��B8� ��� 5�� � ����� &���- �, � � < &���- �� �, #� ���� �������� /
��, ��� ���� ��� ��(������ ���������� -��#�� &���-�, ���#��� � � �
�, ����0��� ������������ �&���#��-. 5-������������, �� �� �����������
��-(� � ������� � #������. &������.-� *�-��T)�'�#��-���

Q���� 9����� � G����-��� ���2 ������ 7�&���#��-� ������� ��2 ��/
��8, &���������2 � -�"� ������� ���, ��#����0��� �� �����-� �� �����0>�.
������"��

L����#�� � � � ��� 5��2 ������ �-������� �2 ��(������ ��5-��������/
��� �
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���� .����� � *�������� &��� ������

"������ #/�	�0)���*��+, "�	 ���	������# �����	 ���	������ �����	*
������ ����	 � ���
�� ����	� ����	 ��� ���$� ����	����� ����	 2	����	 �
3�������	�

��� � ��� '�� �-��� �&�� ' ������ ������ K���4'���� ��� &�/
���� ��2 ����� :����� S� Q�-��� A$B &����(�� ���. �>��. ���������
��(�����. 5-������������ � �-����, #� �����0>�� ��� ���� ��(����� ��/
5-����������, 2�� �&���#��-� �� 5-���������� � ���0� ����-��� #����
9����� � G����-����

!��� 
������

9� �������� #������0 � -�#����� �&��(����� &����-� ��, #� 5�� ���
���� �&���#��-� 5-���������� � #� �2 #���� 9����� ����� �, � #���� G��/
��-��� ����� ���

�� ��������� ���������

���������� ����� ��� &���������0� �'. ����. �>��. �, � ��������
������, ����. &���. -���� #�������2 ���������� �����

1� �����	���� 2�'	�3���

���������� ����� ��� 7���������� -��#�� ��&�8 &������ -� �

�
��� � ��'��2 �� ����� ��� 7���, ��&�����, A��B8 & �&���� ���-���������
� '��-��#������2 &����������2 �'��(���.� K� �� ��� -�-./� ����/
�����, -�- &���� �(���, � "���. -���� ����������, ���������. &����/
������ ��.�����

��2���� ���� ��-�0#����� � ��, #� ��(� ������ � �����������, &���
'�#��2 ����, �>� ��- ���������� ������ ����, � &������� &���(����
����������, &���������2 &�����#�� � ��� '�#��2 ����, �� ��(����
���2 �'�2 �����


��������	� 4����� ����� ���������� ����-� �'��(���� K = S� �
R�, ����0>���� ��(����� ��0��, -��� -��#�� #���� &����2 ��.��2 �/
#�- 7�� �� �#�- ����������� �� ���&�����#����8�
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9�(���� ���2 �'�2 ���� � n ��.���� �#-���, ��������������2 �
�#��� 0 � ���&��, �� '���#�� #���� Xn� � #�������, X� < 5� ��(�/
��� 7-����� 5-������������8 '�#��2 ����� G�-�. X '�� ����-�� �� '����
'���#�� ';�������� ���2 Xn�

��������� �'� ���� ���#����� � ��������� '�#�� ���� ���, #�
�� ��., -��� �#�- &�2�� � &���2��, ��� �>� �#-� ���&�����#����, -�/
��� �� �����-�2 �� '���� ��'��(�� (������ �#-���� ��-� -� -������ /
��� - ���� ������ -���. � ��.�. �#-� ���� �����#��, �2 �(� �#���� 
�����#���� � �� ����������

�� &����� �'� ���� � ����� ��.���� �#-���=

!�(��0 ��.��0 �#-� �'� ���� �(� �	���,��
 ���-�� '����=
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�
�
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��� �

��������	� ����� ���>���� ���� � ���(���� ����� '����� � &�/
��������� �'������ � ��, #� '� &���"�� -���-�� &�������� �� ���&�/
#��-�2 -�����2 ���� � &�� 5�� �� ������� � ��'����. �� ���� ������"���


��������	� ���� f = X� � A < ��-���. ��������� ����� !�������*
��� ���	��	��	 f �	 ������ ���� < 5� 1��-"�� Yf = X � A, ��&���0>�� ��
X� � f � ���������0>�� ������,���$ 5	���
��	
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��I 8� Yf7
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��� 8�

� 5�� ���4���� 1�������0� ��� �'�2 ����, ��������� -���2 ��&�/
��0� ��(�� �'. ��0��, -��� �-������ 1��������� H'� ����, ���>�� �
&���. #����, ���0� �� ��� ��.��0 �#-� ��� 4�, #�� ����, ���>�. � ���.
#�����

�� ���� 5��� ���4����� ��-�������, ���-�. ���������, �������.
&�����#�� � �� '�#��2 ����2, �(� &���(�� �� ��(���� ���2 �/
'�2 �����

��	��� 3�#����� ���#���� &���(���� & ����� ��� &����� �(�/
�� �� �'� ����, &��������� ��4� � -�#����� &�������
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��������	� ��������� f = X� � A ���������� ���	��	���� 5	���
��	
&���-� � n, ���� �� &���(���� �� ��(���� �'�2 ���� '��>����� �
��� �� ���2 ����2, ���0>�2 '��� #�� n �#�- ���&�����#�����

9�(���� Vn ���2 ���������� ����� ��� &���-� � n '������ �������
������	�����, ��- -�- ����.��� -�'���"�� ���-� -�2 ��-�2 ����������
������ &�������(�� Vn� :�� � &����0 #���� '���� ���������� �&��, #���
����� ��������� 5�� &���������� dn D dimVn, �� �� �-� - ��>�������
����.� ����������2 7��>������� �����#��28 ���������� ����� ��� �����
&���-��

��	��� ���������� V� ������ � ����� �� - �� -�������

� ���� ����, ���� f � V�, � f '��>����� � ��� �� �0'� �'� ����,
���0>�� 2�� '� ��� ��.��0 �#-�� � ���� &���������, 5� ���#��, #�
���#���� f �� '�#�� ���� �� �������� &�� ������ �0'� &�2�� �� &���2��
: ��-��� ��.������� �0'. ���� �(� ���&���� , �� �� ������ - ������� ���
����� %��#��, ���#���� ��4�� ���������� f �� �0'� ���� ���� �� ���#���0
�� ������� �� ���� �, ��-�� '����, f ��� -��������

@�����#�� �����(����� ����� ���� � ��� ���������� ����� ��� &���/
-� �� C� �-������ ��� ������� ��(��� &������>��, � �� �������� ��
#������0 � -�#����� �&��(������

 ���!� �-�(���, #� &��������� V� ��&����� � V��
���� 5��2 ���2 &������ �����0>�. 1�-� -�(���� ��(�������, �� ��-

��Z

��	��� ���������� V� �������� !��� -������, � ����(�� �>�
��� ��������� ��. '������. 5�������

U��� &������ ��������� �� ���������� ����� ��� &���-� � �(� ��./
�� � ���� � S� G������ � 5�� ��&��-�, �� 
�T��	�

���#���, & -��. ��������� ��� ���������� ����� ��� &����0���
�� - � &���-� �, �(� ';����� �����0>�� '����� ���� v < ���������
����� ��� &���-� n� L�������� �� ���#���� �� �'�2 ����2, ���0>�2 ���
n ��.��2 �#�-� � ���� ���4���� ����� ��� � ����� ��, #� v '��>�����
� ��� �� �0'� ����, � -��� '� 4�, #�� n ��.��2 �#�-, ���#���� v7K8
�� ���������, ���� ���� K &�������� &����� �. ��1���"�� 7�-�0#�� ��/
���� &�2�� �� &���2�� � '����8, &�� -��. ��.��� �#-� ���0���
�� ������ 3�������� �, ���#���� v7K8 ������� ��4 � &���-�, � -���
&�� '2�� ���� �� ��� �����#�0��� ��.��� �#-��




� �� �� �����	 �� �� 
����

C��� ��.��� �#-� ��� 7a8, � �� �(�� �������� �� �� - ��-= aa� C���
(� ��.��2 �#�- ��� 7a � b8, � ��� ��� ��>������� �����#��2 ���(����,
� �����, aabb � abab� L����#��� �������� #��������� ��.��2 �#�- &��
'2�� ���� ��'� ��'��(�� ���1�#��-� &�������� 2����2 ���������


��������	� 6�����	� ��	��	��	 ���&��� n < 5� ������������� -/
��(��� , � -��. &������� n 2��, ��� -�"� -���2 �����#���

����� ������, 2����� ���������< 5� ��������������� ������� ���/
������� F����� ��������� �����������0��� -�- #��� -�'�������. ';/
�-�= ��������� ��(�� -�"��� 2�� � 1��� 2�� �� ���0� ��-�-� ���#����,
��(�� ��4 &���-, � -��� &��� �#�-, ���������2 2�����, �����0� &
-����� F����� ��������� < 5� � (� ����, #� ��� � ��1����� �� n '�-�
a�, � � � , an, � -��� -�(��� '�-�� �����#����� ��� ��� ����� )�-�� ���� ���/
��������0��� � �#��� 0 � "�-��#��-�2 &��������- �2��>�2 � ��2 '�-�
� &����� �. &���������"�� &��������2 a�, � � � , an�

��	���� 3�>�������
�� ��� 2����� ��������� ���&��� �= ����q qV
�� ��� 2����� ��������� ���&��� �= ����qq��q q�� , ����qq qq V
�� &�� 2����2 �������� ���&��� �= ����q

qq q qq , ����qqqq
q
q , ����q
q
��
q qLL qq , ��
��q qqq qq , ����
q
q qq��q q�� �

7��������������, #� �� ���2 5��2 �����-�2 -��(��� �����������
&���� #���. �����-��8

!�(��� �'�� ���� K, ���0>��� n ��.��2 �#�-, ���#��� &�������/
��� 2����� ��������� 	7K8 ���&��� n�

��	��� ��� �'� ����, &��������� ��4� � -�#����� &������, �����=

	

� 	
D �

���� CDn < ��(���� ���2 2����2 �������� ���&��� n� �2 #���
N7CDn8 ���� "��-� ����2� �� ���� ��(�� ��������� 0 &���������� Vn �
��������� 0 &���������� Vn�� � Vn� � ���� ����, �� �� - #� ';����/
��, -�- & ���������� ����� ��� &���-� n &����� 1��-"�0 �� ��(�����
2����2 �������� &���-� n� C��� '���#�� &��������� ���2 1��-"�. ��
��(����� 2����2 �������� &���-� n #���� Fn, � �� &��#��� ����.��
�'��(����


 = Vn � Fn�

Q��� ���� ��� 5�� ����.�� �'��(����, �� �� -�-�� ���������� ����/
� ��� &������0� ���#���� � �� ���2 ����2, ���0>�2 ��� n ��.��2 �#�-Z
� &��������0, 5� ���������� ����� ��� &���-� � n��� ���-, ��� ��4��
�'��(���� ���� � �#���� Vn��, � �� ����� ����.�� ��(���� 1�-��/
&���������� Vn�Vn�� 7���������� ����� ��� &���-� � n, ��������������2
� �#��� 0 � &��'������� ���������� &���-� � n� �8=

]
 = Vn�Vn�� � Fn�
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�

H��0�� �������, #� ���������� ���2 &��������� Vn -��#��, &��#��

dimVn�Vn�� D dimVn � dimVn�� � dimFn D N7CDn8�

@ #��� ����� ���	� �'��(���� ]
Z !�- �(� 2���-�������� 1��-"��
�� ��(����� 2����2 ��������, &�������(�>�� '���� 5�� �'��(����,
�� �� &���2��>�� �� ���������� ����� ���Z )�-�� 1��-"�� ������0��� ��*
������ ������	��, � ���� �� �������. �&�� ���� �����0>�� �������

"������ 2�'	�3���4������	!� 7�8 75�5	���
��8 ���-�� ������ �����/
�� �����������

7�8 ��#������ ���4�����

f

�
q q

�
D � �

7'8 #�����2#������ ���4�����

f

�q q
q q
	
�f
�q q
q q
	
Ef
�q
q
q q	�f�q q

q q	D� �
7�8 72� 7��-����8 M0'�� 1��-"�� �� ��(����� CDn, ���������0>�� �8 �

'8, &���2��� �� ��-��� ���������� ����� ��� &���-� � n�

:� �����-�2 2����2 �������� &��-������ ����� ���#�0�, #� � 5��2
�����2 ���� �����#�� �� �>� -�-��/� 7�������������8 2���, ��� � �� (�
��� ���2 ��������, �2��>�2 � �����0 1������ :� �#���-�2 -��(����, ��/
'��(����2 �&�4�. �����., ��� ���0>���� 2��� #���� �-������

���-, #�'� &������� #��� dn D dimVn � dimVn��, ��(� ������� �
��4�� ������� ����.��2 ��������., � -��. ����������� < 5� ���#����
����. ������� �� 2����2 ���������2 ���&��� n, � ��������� &��#�0���
�� ������(��2 �/ � �/#�����2 ���4���.� ����� ��, #�'� ����� 
 ���#����2 1��-"�� �� ��(����� ��������, �(� � -�#����� ����������2
���� ���� 5�� ���������, ������������ �2 -�- '�-�� ��-��� ��� ��/
1����� ����q q, ����qq qq , ����qq��q q�� , � � � 7� ���� ����, #�� 5�� '�-�� 2�(� ������-�2 ���
���#��-�2Z8


��������	� !�����	����� #������# ��	��	�� An < 5� ����.�� &�/
��������, &�(����� ����� 2������ ����������� ���&��� n & ����0
��#�����2 � #�����2#�����2 ���4���.

q q D � �

q q
q q � q qq q E

q
q
q q � q q

q q D � �

���#� ����, An < 5� &��������� ��4���. �����. ������� ����.��2
��������., ����>�. �� ���2 �-������2 ���4���., ������� � ��'�� ��/
��������2, ���������0>�2 2����� ���������� ���&��� n�
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��	���� �� ���������� A� ��� ����, �' � &�(��� ���� 5��/
����� ��

��q q, -���. ����� ���0 � ���� �/#����� ���4�����

�� ���������� A� ����� ��������� �, &�-� -� ����qq qqD�, � ��������� /
��2 �/#�����2 ���4���. � 5�� ���#�� ���� � -�#����� '������ 5��/
����� �(� ���� ����qq��q q�� �

�� L�������� &���������� A� ����� #���� ��'���2 &��������2 � �����/
�� ����.��2 ��������.
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��q qq q qq D ��

����qqqq
q
q D ��

����q
q
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q qLL qq D ��

����q
qq q qq � ����qqqq
q
q D ��

����q
q
��
q qLL qq � �����q qqq qq E ����

q
q qq��q q�� D ��

� ��� �� ������ ��� ��������� ��&�����. ������� ��� ��#������
���4����, &������� ��� < #�����2#������� G������� 5������� �/
(�� ���(�� ��������� ����q qqq qq ��� ����

q
q qq��q q�� �

�� ��� &���������� A� �� &������� ��4 ����, �� ��&������ ������� ����/

����.= dimA� D �, � � -�#����� '����� �(� ���� ��������� ��
��qq��q q��q qLLq qLL , ��
��qqq q��q qaaqq

� ����q
q qqq qqq �

3 ���� n #��� &��������2 � ��������. � ������� ��� &��������� ���/
������� &���������� An #�� '���� ������� ��&� ��� &������. &���.
&�2�, �� -�& 0���� ����� ��#���� ��������� � '���� An �� - ���
n � 
 7#�'� ��.�� &������� ���#���� dimA	, �� G��/:����� &��4�� � ��/
���� �

� ��� ��(�� ��� ���. ��'#�. ����"�� �� ���-� - ���. �&�/
����� � �� 9' &�������. &�����8� ! �����>��� ������� �#��� ���#����
���������� &��������� An �, ��������� �, Vn, �������� � n D ��=

n � � � � � 	 � � $ 
 �� �� ��
dimPn � � � � � � 	 $ �� �$ �� �
 		
dimAn � � � � � � 
 �� �� �� $� ��� ���
dimVn � � � � � �� �
 �� �� ��� �$� ��� 	�$

H���� ��� n D ��, �� � �� &��#�� U�� !��.������ A��B � �

� ��� �
��&� ������� '��� ��-. ��2��-�,  -��. �� ����-�(�� � �����0>��
�������� )�� (� '���� ';�����, #� ��-� Pn � -�- & #����� dimPn �(�
��.�� #���� dimAn�
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1� 5���)�� 6������6 �	������

H-���������, #� ��#4� &��� ����.��� ����.��2 &��������� An �
��� 4� &������� �� � -�-�����2 ��#�������2 &����� ��� ��&��-�������
����-����, -���� ������� � &���. ����� ���2 &��������� 2����2 ���/
�����

A D
�M
n
�

An D A� 	 A� 	A� 	 � � �

����������� ���2 2����2 �������� &���������� ��-= ��� -��(����
�������0��� � �-�����0��� � ���=
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q
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q
q D
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qq qq
q
q D ��

�	q
qq
q q
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q qqqq
F����� ���������, -���� &��#����� � &���. #���� 5�� ���4�/

���, �������, �'>� ����, � �� �����, ��� �������0��� -��(����� %�/
��#���� �, #� � �#��� �/#�����2 ���4���. 7� 1�-��&���������� A8
���(���� &������� -���-��, �� �� �� ������� � &������ � &����������

 ���!� �-�(��� 5�� 1�-��

)�-�� '����, '��-��#������ &��������� A �������� ����'�. 7�-�/
(��, ��� &��� ��"���� ��2 #����8�

H-���������, #� � 5�. ����'�� �(� ������� �#���� ����.��� 5�����/
��, ��-� #� ���-�. 5������ ����'�� �����#� ��&��������� � ���� ��/
�#���� � 5��2 5�������� %��#��, A 1�-��#��-� &����������� �'. ����'��
���#���� � '��-��#�� #���� &��������2�

��'� ��-� ����.���� '����0>�2 ����� �� �����0>�2 �'��(����2�
��� �0'� n � &���������� An ��� ����#���� �� ����.�� &�&���������,
��������� ������	������ ����������# ��������� � '���#���� Pn� C���
� -�(�� &���������� Pn, n D �� �� � � � ��'��� �0'. '����, � �2 ';��������
�(�� ���(�� ������. '����0>�2 &������� �. ����'��A� H&�4�� ���
�� �&�'� &������� &��������� &���������� Pn�


��������	� "�	��	��	 &���	�	 ���&��� n < 5� ���������. ���2��/
������. ���1 � �n ���4�����, � -��� ������� ��-���. ������������.
"�-�, ���������. ����� ������	, � � -�(�. ���4���, �� ��(�>�. �� &����
6�����, ����� "�-��#��-�. &���- ��2��>�2 �� ��� ��'���

F����� ��������� ����0��� #������ ���#��� �������� *�.����� 7� ��2
��� ���2��������� ���4��� ��(�� �� &���� 6�����8� !�(��0 ��������� *�./
����� f �(� &�������� � ����.��0 -�'���"�0 2����2 �������� �7f8,
���-���� &������� �����0>�� ���4���� ��� �����4���� ��.��2 �#�-,
���(��2 � &����. 6�����=

�� � �
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8�����
 �����. ��������� *�.����� < 5� &����� '>�� #���� ���/
4�� ���1�� C��� ^n < ��(���� ���2 �������� *�.����� ���&��� n � f � ^n,
� �7f8 �(� ������������ -�- 5������ &���������� An� ��������� *�.�/
���� ���������� ������, ���� ���������0>�. ���1 ������� ������� &���
�'��������� &���� 6������


��������	� ���������� &���������2 5������� Pn 7n � �8 < 5� ��/
��.��� '�#-� 5������� �7f8 ��� ���2 ������2 �������� f � ^n�

��	���� ���������� P� D A� �������
����������� P� � P� ������� � ��&���0�, �����������, � &������/

������ A� � A��
� ���2����� &���������� A� &��������� &�&��������� P� �������

� &�(��� 5��������� ����q
q
q q��q qaaqq � ����q
q qqq qqq � ����qq��q q��
q qLLq qLL � �����q

q qqq qqq �

L�'��� � &����������� &�&������������ Pn &�>�, &��� #� ��
����� ��� 4�, #�� An� ����&�(��, #� �� ��4�� ���������� ���2 Pn �
-�-�/� ������ 3&��4�������, -�- ���� ��.�� ��#�� ��. �#���- &������/
��� ���� dimAnZ ������ 5� �� &�������

�&�����, �� �����, #� ���#���� dimPn ��� n D �� �� �� �� 	� ��� �����
�� �� �� �� ��	� $� ���� p� < '������. 5������ P�, p� < '������. 5������ P�,
� '����� &��������� P� � P� ��� ����������� p��� p�� � p��� p��� p��� 3��&�/
� 0 5������� p � Pn ���������� #��� n, � ���&�� &���������� ����� �����
���&���. ���(�����.� �������, -�-�� �(� ������� ���� �� �����2
'������2 5������� � ���&��� � �-�0#���� ��

9��� ���&��� �= p�� 7���� �8�
9��� ���&��� 	= p�p� 7���� �8�
9��� ���&��� �= p��, p

�
�, p�p��, p�p�� 7���� �8�

9��� ���&��� �= p��p�, p�p��, p�p��, p�p��, p�p��, p�p�� 7���� �8�
G���� &���������� An �������0� ���� &���������� 5������� � �2 &���/

������� ���������0>�. ���&���� ��� n D �� 	� �� � &��#���= dimA� D �E� D �,
dimA� D � E � D �, dimA� D 	 E � D 
, dimA� D $ E � D ���

H-��������� 75� �-��� �� �(�� A�$B � �

	 ���8, #� � &����������
���2 &���������2 5������� P D 	�

n
�Pn ��� �>� ���������� ��� &��-����/
��� ����-����� ����� �� � &������ U� !��.������ � �

� ��� �����'��� 
���., '��� 511�-�����. ������� ��2(����� '����� � &���������� ����/
������ ����� ��� � &����.�� ��-�� �� G��/:����� �

� ����
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�� ������� ������� �

�������� !�"���#� ��'����� � �

� ��� A�$B -�- ������� �-������ /
���� �1����������. ��4� 7�� $�8 ������ ����� ���T!�"���#�� H� ����/
���� ����- ���>�� ''>����� �������� �. 1����� +�����, ����(�0>�.
-511�"���� ��"�&����� ���2 ���-����2 -����2 � &�����������

���������� ���2����� &��������� R� -�- &���� &���������� -�&��-�/
�. &���. C � -������. z � ��>�������. &���. R � -������. t� ��/
(�� ���� K � &��������� R� D C z �Rt ��-, #�'� -������� t '��� 1��-/
"��. 9��� �� K� K� ���#��, #� � ���2 �#-�2, ��� t -�- 1��-"�� &�����/
��� �� -���. ����� ������0 &�������0, �� ����� &�������� �� ��(��
'��>�� �� � ��� , � ���#���� t � ���2 ��-�2 �#-�2 7����������� ��	�����8
��(�� '�� �����#�� ��(�� �'.�


��������	� 9�����	� 7��-����	 ���� K < 5� �����0>�. 5������ &/
&������ A ����'�� 2����2 ��������=

Z7K8 D
�X

m
�

�

���i�m

Z
tmin�t������tm�tmax

tj ����������

X
P
f�zj �z�

j
�g

7��8�DP

mY
j
�

dzj � dz�j

zj � z�j
�

!��������� A ����'�� A < 5�, & &��������0, ��(���� ���2 '��-��#/
��2 1���� ��2 ���� ����

P
m cmam, ��� cm � C < #�������� -511�"�����,

� am � Am < 5������� &���������� 2����2 �������� ���&��� m�

7� Who is who � 	�������� ������	!�

��.������� ��� #���� tmin � tmax ��� ������� �� � ��-����� �� ���#����
1��-"�� t �� K�

H'���� ������������� &����������� �'. m/�����. ���&��-� tmin � t� �
� 
 
 
 � tm � tmax, ����������. -����#��-��� ���#������ �� ��-��� #�/
�� ������# ���������� :�&�����, ��� �����0>�� ��(���� ������ � m D �
'���� ������������� ����� �� 4���� -�&���� �������� � �������� ��-=

t

tmax

tc�

tc�

tmin

z

t�

tmax

tc�

tc�

tmin

t�
tmaxtc�tc�tmin

Q��� ��������2 � &��������� �� ����(���� &����� ��� -�(�. -�/
&����� ��������, � �(�� '�� �����#��� ��� �����2 -�&����� Q��� 
���� � &���, ��-�0#���. ��(�� ����� -����#��-��� ������� 1��-"�� t,
&����������� �'. ��'� -����2, -�(��� �� -���2 �����#� &��������/
����� &�������. t� � -�(�. &��-��� ft D tjg � R� ��'���� ���&���/
#����0 &��� �����#��2 �#�- 7zj � tj8 � 7z�j � tj8, ��(�>�2 �� ���� K� H'���#��
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#���� P D f7zj � z�j8g ������� �� m ��-�2 &�� ��� j D �� � � � �m� �� ���������
���� ����� & ���� �&�'�� ��'�� ������� P � � &����� �. �����. -�/
&����� '����� ������������� 1�-��"�� ������� P ���#���, #� ��� -�(�.
&�������. tj ��'���� ��-���� &��� �����. ���� � ���������0>�. &���
&�����������

� &��������� ��4� &������ ��� �����. -�&����� ftmin � t� � tc� ,
tc� � t� � tmaxg ��� ��4 ��� &��� �#�- �� �����2 ft D t�g � ft D t�g�
3�������� �, ��� 5�. -�&����� ����� &� ��������� ����� �� - ��
��� ��������� :�&����, ��� -�&����� ftmin � t� � tc� , tc� � t� � tc�g �
��� &/&��(���� ��� ��4 ��� ��'� �� ����� ft D t�g, � &��-�� ft D t�g
&�����-��� ���� K �(� & #������ �#-��, &5��� �� �����
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��2 &�� 7z�� z��8 � '>�� #��� ��������2 ���� 4�����

��� ����� ��'�� ������� P ����� _�` '���#��� #��� �#�- 7zj � tj8 ���
7z�j � tj8 �� P , � -���2 -������� t �'����� &�� ���(���� & ���� � &�(�/
��� �� ��&���������

%�1�-������ ������� &�� P � L�������� ���� K -�- ������������0 -/
��(��� � ������� �� ��. �#-� 7zj � tj8 � 7z�j � tj8 2������ ���#���� 2�����
��������� &���-� m� K�� 2����� ��������� �������� 5������� ����'�� A,
-���. �� '���#��� #���� DP � :� �����0>�� �����-� ��� -�(�. �����.
-�&����� &-���� �� �� ���(��2 ���'����. �� &���, ���������0>��
2����� ��������� � ���-� 7��8� � �-���� #��� ��������2 &��������� /
�� ����(���� 7��-���� �� -���2 ����� ���0 � ���� ��#����� ��/
�4����8�
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:� -�(�. -�&����� �������� &��������� zj � z�j ����0��� ����-���

1��-"���� &�������. tj� ��������� 5�� 1��-"�� � ����(����
mY
j
�

dzj � dz�j

zj � z�j
,

�� &��#��� ��11����"��� ��0 1��� � &��������2 t�� � � � � tm, &���������0
�� ���&��-�� � m/����� &���������� 5��2 &��������2� C� � ������� &�����/
������� � K� ���� -511�"���� &�� ���������0>�. 2���. ����������
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H&������� -�����-"�� ��'���� &�� ���2 ���#����2 m � �� ��� m D � &
&��������0 &����0�, #� &��#���� 2����� ��������� &���-� � 7-��(/
��� '�� 2��, &���������0>�� �����#��. 5������ ����'�� A8 � -511�"���/
�� ��

7� ��	���'��3��8 	����	��� 2�'	�3���

9(� �-���� , #� �������� Z7K8, �/&����2, �2����� ��� �0'� ��/
��, ���&�(���� � &���������� �-������� ��4� �&�'�, � �/����2, ��
�������� &�� ����-�2 ���&��2 ����, &�� -���2 �2�������� #��� -����#�/
�-�2 �#�- 1��-"�� t� ����� ��, #� ���� < ���-����� -�����, &����� �� �
��#���� -����#��-�� �#-� ���� �� - &������ H-���������, #� &�� 5��
����(���� Z7K8 �������� �&��� &���������� '����, � �����, ���� ���� K�

&��#����� �� ���� K �'�������� &��� ������2 -����#��-�2 �#�-, � �����
���� ��������

Z7K�8 D Z7K8 
Z
� 	

�

H'���#�� #���� H �2��>�. � 5�� 1����� ������� ��. ����, ��(���� -/
��� � &��������� ����� ��� ��-������ � ��� ��������, � ���������
����(����

I7K8 D
Z�K�

Z�H�c��
�

��� c '���#��� #��� -����#��-�2 �#�- 1��-"�� t �� K, � #����� < 5�
������� � ����'�� A, ��>��������� �� ���� &������ 7� E a8�� D �� aE a��
�a� E � � � �

�� �-������ ��4� ���, #� I7K8 �� �������� ��-(� � &�� �'�������
7� ��������8 &�� -����#��-�2 �#�-� 3�������� �, I7K8 &����������� �'.
�����>�. ��������� ����� H� ���������� �������	�
��� ���	��	���� 5	��*
�
��	, &��� #� 7� �������� ������8 ��� ���������� ����� ��� �2��� � ���
-�- -511�"������

��2���. �������� Z7K8 ������0� �>� �����	�����
��� ������	��� 7��*
-����	, � &�&�������� ����(���� I7K8 < �����	���
��� ������	��� 7��*
-����	�

��	���� ���� O < ������, ��(����. � &��������� -�- -��(��� ,
���>�� �����-�� �� )���=

Z7O8 D �,
I7O8 D ��Z7H8,
I7H8 D Z7H8�7Z7H8�8 D ��Z7H8�
�������� ��� ����� ��&���0�� K� ���������� �, ��� I < ���������

����, � ���� O � H 5-����������� � �����0>�� &��-�� ��# &.��� ����� '
5�� ����(�����

7� �������� ������	!� ��� ������

�������� !�"���#� < ��� �/��-� ��(��. ';�-�� � ��#���� ���-� /
-�2 ��� ��-� �� ���� ��#����� �� ��(� ��� ������� �� ����= '��� ��������
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��4 -511�"����� &�� ��-���2 2����2 ���������2 � '��-��#�. ���/
��� 7!��#�, ���� ������� ����� -�#���� ��. �������� !�"���#� I7O8, �'
&���������� ��. Z7O8 ����� &��� �, -�- �� �(� ���#����8

� �

� ��� &������ ��&���� �� G��/:����� � �������� A�B 7�-�������
� �

$ ��� � ��'�� A�B8  ��, #��� ����� ��� �����=

I7O8 D exp
�X
n
�

b�nw�n D � E 7
�X
n
�

b�nw�n8 E
�

�
7
�X
n
�

b�nw�n8� E � � �

%��� b�n < ����)�-����	���� ����	 3�������, �� �� -511�"����� �����0>��
���� )�.���=

�X
n
�

b�nx
�n D �

�
ln ex�� � e�x��

x��
�

7b� D ���$, b� D ���	���, � � � 8, � w�n < �����	, �� �� ��������� ����

w� D , w� D , w� D , � � �

����������� -���, ����-�0>�� &�� ��#������� 5-�&����� #���� ��� )�./
���, &����0��� -�- �������� ';�������� ��������, � ���� -���� 7� �2
';��������8 �����&������0��� -�- ����.��� -�'���"�� �������� *�.���/
��, ������ �������� ���1����#��-�� & ���� 7�n8P �&�'�� &��-���� &���0
6����� - ����������� ���4���� -�����

:�&�����,

D �

��

�
E E E E E

E E E E E E

E E E E E E

E E E E E E

�
�

C��� &������ � &������ �� 5�� �����-�, �(� �'���� �� � ��, #�
�� ��������2 ��&�����. ����� 5-���������� &���. ���������, � �>� $ <
���.� ������ &�'��� #����, &��#���=

D �

�
E �

�
�

L����4���� ���������2 ��.��2 �#�- �������� *�.����� & &������, &�/
������ �� �� $�, &������ - ��-�� �����=
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3��������� ���� ���	�	$ � ������	� 7��-����	 �� �����	� �	���	����
�	�+

I7O8 D �� �
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��� -511�"����� 5�� ���� ��"���� ��� K�� 1�-� ����� ��� �0'�
����� H� &-������� �������� ��0 ���� ��(�� �����. ���� � ���1����-.�

!� "�������� #��$���� ����� �����

� 5�� ������� �� &������ 1�������-� ���-� -�2 ���������2 &�'���
����� ����� :�-���� �� ��2 �� &�������� ��4���0 � ��#���� �����-� ���
� '��� ��4��� ��������� � ������, � ��-���� �-���� � ��2 &��

9� :�0����� ���)����

�� 8� �����$� �� �����	����� ����: 7L�4��� &�(���� � � �
�� ���
A��B8�

�� 4����������� �� ��	�� �����	��������� ������������	����� ���	 K ��*
������������ ����� ��� ���������� R�nK: 7L�4��� &�(���� � � �
$

��� A��B8�

�� � -�"� &�4�� ��-� �� )�.� �1��������� ���-� - ���������2 ��/
&���, ��� �� -���2 ����� ������ '��� �-�����, � ��� &����������
� &����2 ���2 ��&����2 ��# ���� ' �� �����������2 ���������2 7��/
-�2, � -���2 &�� ���(���� & ���� &�2�� � &���2�� #�����0���8�
+�&���� �� %���-����	��	�� �� �� �� ���$ 	� ���	

A B
�

	�
��������	��	� ��	��	��	 ����� �	����
,�� ��������� ����� �����
�	������������� ����� ���# ��	��	�� �	����� ���	� K�� ��&���� �-�����
��������� � ���2 ��'��2 A��B, A�	B � A��B�
+�&���� �� 7Tait fyping conjecture8� 4� ���� 	�
��������	��� ��	��	�*
�� ���	 � ����� ����� ������ ��������	���
����
$ �������	���	��
�����$ ��� ���	+

A
A
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K�� ��&���� �-����� � �

� ��� A��B�
+�&���� �� ����� ��� �������� �����	�
��� ����� ���������� ��������
�����	 ����	���� �� �� �����	������ ������ ����	�
���� ���	����$� K��
��&���� &���>�������� ��� ��� � '��� &��������� �� - � �

�
��� 9� )�����5.�� 7&�'��-��� � A�	B8�

�� 8� ������� �� 	������� �	�����	�	���� �����	������ �� ��	 �	���#
���	� �� �# ��	��	��	�: ��'���� ��4��� &�(���� �� � &������� �/
�� ��'����� ���-� - ��-�2 �������� 73� �� 9������, �(� G�����,
C� *����2, �� �����-�8� :�� �� - ������ , #� &��� �-������ /
��� &����� ���� �������� &������ ��4 ��� ��� �2 ��2, ����
������-� � ���0>�� #��� ������#��-� ���#����� ���'���� ��� �
���� � A�
B�

9� ;���0����� ���)����

�� 7	� �	�����	�
 ���	������
 ���	:

�� !���
 C7n8 � ����� �	������# ������# ������������	���# ����� � ��*
���	�
��� ������ ���������� n� 7	� ����� ���� )���-�� C7n8 � ������
n: �� ��� #�� ��� �������� :�&�����, � ��2 &� ��� ����� �/
-������ ����, #� C7n8 ����� ��������� � ���� n, 2�� 5�� 1�-�
-�(���� #�������� :� -�& 0���� ��.���� ���#���� C7n8 ��� n � ��
7&������� ��� ���#���� ��4�� � �

� ��� F��, )�����5.� � 6�-� A�	B8=

� � 	 � � $ 
 �� �� �� �� �� �	 ��
� � � � � �� �
 ��	 		� ���� 

$$ ��
�� �	��
� ��$$��	

�� 0��� �������� ���� ����� ��� ��	��	��� K� � K�� ������� �����	*
$��� ���� �� ����	 �	���� ������ ���#��	 �	 ����#��� �� ����� ��� ���
��	����� ��� ����� ����� �������� � �	��	����$ ���	 �	 ��� �����*
����� ���������:

�� !�	��	 ��� ��� ����� ���������� 	�������� ���������
�� ������ ���*
�� �����+ c7K�NK�8 D c7K�8 E c7K�8:

	� 8� ������� �� �������	�
�� ����� ������� "����	 �������� �	��� ;�
�� �� �������� "����	 �����	�
���� ���	: �-����, #� &�����, ���� �
��>�������, ��(�� '�� �����#� ��(���= #��� &�����#���. ��-�
���� �� ��� 4� �$ 7��� A��B8�

�� <	�� ���	������� ����#� �	 ����� ���������� %���������	� ��������*
 �# ���� �� ���# �	���# ��	��	�� ���	 � �����$�

�� <	�� ������� �������� ���	 � ������	# ��� ��	��	����

$� =������� �� �������	�
�� ���	��	�� 5	���
��	 ������ ���	��	����
>����������	�����' ���	: ) ��� , ���� ��, #� ���� ��� ���� K� � K�

�����#��, � ��.����� ��������� -��#�� &���-� v ��-., #� v7K�8 �D
�D v7K�8Z
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� 5���� ��� ��� ���	��	��� 5	���
��	 �	����	$� ���	 ���� ���	: �����
������, ��>������� �� &��� ������ '�����2 ����K, K�, ��5-��������/
��2 ���� �����, � ��-. ��������� ����� ��� v, #� v7K8 �D v7K�8Z
K�� �&�� �&��-��� �����0>�0 -�'�������0 1�������-�= �� �*
������ �� #�����	� ��	��	��	� �����	� �������	�����	 ������ ����	�
*
���� ���	����$ �� �����$ ?*������# ������,���: �������, #� ��-��
���������, ���� �� ��>�������, ��(�� ���� ���&�� �� ��� 4� ���


����%����� &�$���� �����

� ��'��"� &�������� ��� &����� ��������������� ���� � #���� &�����/
#���., �� &����2��>�� $�
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� &������� ���� �
������� ��) ���
��� � � + ������	 �������� ��� ���
��� � ������ ������
����� ���	��� � � � � � ���#� � �#� � ����������� , ���� ����� � � ����
���
� ����� ����� ���������� ���
��-

� ����� �� � 	
����	� ������� ��� ���
����

,��
�� ��� ��
�$� �������� � ����� �� ���
�� ���#�� ������ �� � �
���
��
����� ���� �� ���� � �
������ �
�#�� �" ��
����� ����
�#� �� ��������
������ �� �� ����� '��#��(�

� ����"�� ���
��� ��"�� � ������ � ��.	���� ��� ������ ���
����� ���
�������� ����� ���
��������	 �
���
� � ����� /0�#� ����� , ��$�� ����
���� ���
�� ������ � ������� '�
�#
���� 1�����
��(� ����	$�� ��	�
�� �������������#� ���������������

��� �
�#
����� � ��������� ��� ���� �
� ����� $�� ������

�� ������	
��	� ����	� ����
����������

��
�� ��� ��� �������� ���
��� � ���� ���� �� �������� �� ��� ���
����
������ ��������� ���� ��
�#�� �������������� ��
������� �����
���������

�����������	
� ��
�������� ���� �� ��� �� �������������



��� �� �� �������	

�� ��������

����� 2�
��������� ��	��	 �������������� ��� ��������� 	������
����
���� ��
������� ���
��� ��� �������� ��� � ��� ������ ����
�
����� � ����� ���� ���������� � �"�� 2�
���������� , �������� &�
���� �����
�� ����
������� �
���)� ����#� 1�����
�� �
����$������
� ���
������ ���
�� � ������������ ����
����	 � ��
�����
��������
����������� 2�
���������#� ������	$�� ��
�����

�� ��
���	������

!���� $�� ���� �
�#
���� ���� ����
���� ����#� ������������#�
���
������� ����
�� �� ��"��� ���� ���
��� � � �������� � �����
��
2�
������ 	����� ��
����	�� ��� 	��	���	 �� ��� ���
��� ����������
&�
������#������ ��� � ���� ����� / �
�#
���� ��� ����� ����������
��������)�

3�
�"� �������� ��� ��
��� ���� �
�#
���� ��� ����"� ������� ,
����	$�� �
��	 ��� ������ '���
���( ����"����� ����������� &���	 � ���
��� �
��� �) ������� ��� ��� ���� �������� � ���
�� ������� 4�
���� 5
6
����	�

3��� ���� �����	�� � ������� $��� ����	 �������� ��
��� ���
��� ���
�
	�"�� � ���� �
��	 ��� �������������� ����$������ ��� �������� � 70��
#��� 
�������� 8�
�� 19����	� ����
��� $��� ��� �����	 ��������� �����	
���
�	 � ���������� 	��� ������� ��������� ������ � ����� ���� ������
:���� ����� ���� �"� ���
�	 ��
�����
����� � � �� ���� 2�
����������

��������	 � ���
����� ������� �� ��$������� ����
������ ����
�� ����	
� ��������� � ��
���
#���� ����� ��#�� � �������� �
���
� ���� ��	�� ��
��
������"�� 1�����
�� ����
����� � ��
�����
�������� 
������
�������
���
���

;� ��#��	 ��������	 ��������	��� ������� ��	 �� ����� ���
��� ����

��� <9�
�� &=>7?)� + �������� ��� � ��$������� �����#� ��#�
����� ����
��
�� ����
���� ������������� �
���
	� ��� 	��	���	 ��� ����
����� �����
������ ��� ���

*���� �" ��������� � ���� �� ��#��� �� ��� � ����� ��$���� ��������
� ���
�� � ������������ �������������#� ����
����	 ���������

,�
����� � ����� ������ � �#� ��� ����� ��	��	���	 �����	 � ����
��� ���
��� � ������ � � 
�"�� ��	���	 ������� ���
�
���
�� � ��"�� �
����� ��
� ������ � ������ �
�#
������ �
���
	 $� ��������������
��� ����� �� ��� ��
� ���� �� � ����� ����� � ����
�� � � ��
�� +
�������� ��� �
�#
���� � ���� ����� ������	 �� 
������

�
�#
���� 
������� ���� ���� ���� ���� � � � � � * ���� � ���������� ����
�� ���
��� � ���� 
��-

����������� �� � �����������

@� ���� 
�� ��������� ��� ���� � ���� ��
������	 � ����� ���
����� + �"��
��#��� � ��
���� ��$������� �� ������ ������ �
��
���� �� ���	 �
�#
����
���� �������� ��� �� ����� 
������� �� ������������ * ���� � ��� �����
�����2���
����� ������ �� ���
���� �������� A� 
�#�� � 70��� #����
� ��$������� ��#�
����� ��
����	 $�#�� ���������	 �� ��#�������� ���	
�
�#
���� ��� ��� �� �� �
������ �������� �
��
�"����




 �������� 	��������� ���

� �	������� 	
���

����� ���#� �" ��������� ���
�����	 ������ 8�� ��� ��#�� ������� �#�

������ ����� $�� #�����
� � ������� ��� ������� ������� ���
���� ����
������ ������� ����"�� ������� , �
��� ������ ����� ��� � ��� ������
 $���	 ������������ ��� � ��
�"� �������� 
�"��� ����
���� �
����	 �

���� ������� �� �������
�� #�����
��� ��� � ���#�� ������������� ����
�������������

*���� �" ��������� ���� 
�"��� ������� �
������� ����� ������ �
��	�� ��� ��
��� ����� #�����
� � ����
� ���� � "����� + ����� ������
��� � �� ������ #�����
�� ���� �������� � ���
������ � 	���� ��������
������ ������

* ��� � #����� �
�"�� ���
��� � ��$������� �� ����
������ ��#�
����

�"� $�� "������ ������ �� #�����
��� ����� 
��#���
� � ��#����� � ����
��� ���� � ���
�� ��
����� ���
����� ������ �� �� �
��
�"���� *�����	
������������� ��� ���
�	� 
����� $�	 � �������������� �������� ����
��
#�
���� ����"�� ����� ���� �� ��� ����� �
��
�"���� ,�� ��� ��	 �������
�������� � 
�"�� �������� ��#��� � ��������
����	 � ����� 8�� � ��
���
��	������ �
������������� 8����������� 
�������� A�
���#�� �������� �
=>BC #���� ����
���� ��$��������� ��#�
����� �
���
	 $�#� ������������
����
����� �������
�� #�����
�����

;�������� ��
�������	� D�� ��� ������ �������	� ��� �� ��#��� �� ��
����� ������� � ��� ���������� ��� ��#��� ����� ������ �
������� �
������
� 
������ �����

*���� � ���
���� 
����� ���������� � ��� ���
�����	 � ��
#����� �
��
#
����#� ���������	� A�� � ���
���� ��� CD������� ����	$��� 
�"��
� ����� �� #�����
��� ����
�� ��������� ������������

Tarsky for Windows �� � Collins for Windows ���

��
��� ���� ����� 70 ����� ���
�� % 700 ���� D��������� � ��������	 ���
	��� ��� �� ������ ����	 
����� � ���� @������ ��.	���� � � ��������
������� � ����� ����� ��"���� ���� Tarsky for Windows ���

� �
�"�� ������ ������� CD � ����� ��
 � 
�"�� �
���
��� �
�#
���� �
������� �� "�����#� �������� +���� ����� �����
	���	 ��� �� �� ����
�	�
�
�#
���� 
������� ���� ���� � � � � � � �
�	��	�� �����#� �����	 ������

�"���� ;�������� �
�
��� �������� �
�#
���� � ���
���� �� ��������
���� ������ �������
� ���
���� ��
���
 � ���� ��� ����� �#��� � �
��
�#������ 
��� =C0 #
������� G�������� � ����� �������	� � �
�#
����
�
�������� ������ ���� ���
��� ������ �
�#��� � � � � A�#�� � ������� ��#��� �
�������� ����"��� ���� ��
����� ��� �� �
��������� � �������� ��� ���
� �#� �
������� A�
���� ������� ���
��� � ��$��������� ��#�
����� � ����
�
"�� ���
�� ��� ����
� ���#� ����� ���
�#
����
����� ��#�
��� �
�������
� ��� �
�������� ����"� % � ����� �����#� ���"��	 � � ����������� �
� ��#����

��� ������ ���	
 ����������� ����������	
�����
������������
�����������������
����� ���������	� �� ������� ��!��� "��������� ���#�����!� ���#�����!� ���������!$
� ������	 �� ��������� ���
 ����������	
 �����% &��! ���
 "����������	
 �����$'� &�����
������ "������������ �����$� ����� ��� � � � '( ������������ ����
 ���������� ���	�����!
�� ���� )���� �*



��� �� �� �������	

* ��� ��� 
�� �� ������ #�� �������	 ���
�	 �������� ���������� @��
���
����� � �
���� ��$��������� ��#�
����� ��	 �"�� ������� � ��� ��
������� �� �22�������

8����� 
��������	 ����
�	 �������� ����������� �� � ��$������ ���
� �
��������� 
������� ������������ ����
�� �
����� � ���
������ ������
	� � , ��������� ��� ����� ��#�� ����� ���
����������������	 �������
��#�� ��� ��� ��#�
���� ��#�� ���� ���"� �
�#�� � ��� ��$������� �
��
"���	 � ?0��� #���� A�#�� ����� ��	��	���	 ����	$�� ����� ��
� &�� ��
�������� ����� ��
�"�� ��������������- '�����
��� ������������� ���
"��()� ��
���
� :�!; &��#�� � ������
�� � � �� �� ���
��� ��� ���
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���
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��	��

H������ ���� ������� � ���
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�� �� ���� ������������ ����� ��
� ��� �$� ��
���	 � 
���
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����� ���� �������� ��
��������
��
��� ��� ����� ����
�� ������ �� ��#�� ������	 
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����	 � ����

���
��� ������� � ���� ��� ������	 $�� ����"����� ��#�
���������� �����
���� �
��������� � ������	$�� ����
���� ��� ������ ��������	 �����
�#�
����
����	

f - f0� =g� � f0� =g�

�������� ������ ������� ���� � ���	� *��� ������ ����
����	�� ��
� ����� ��������	�

,��
�� ���
��- � ����� ���
������� �� ����
����	 ������	�� �"� ����
�
�����I D��� �#
���� 
�����
���� � ��#�
���������� 	������ � ����� �
��
�� �
�������
� � �������� �� ��� ����I *��� ����� � ���� ���
��
�������� ���
� �������� ��������� �� 
������� ������ ��������� ���
����� 
������
�� ���� ���
�� ����� ���
����

, �������� �
���
� ������� �
�#
����� � ����
�� ��$� ���#� � �����������
�	 ����"����� ������������ ����
�� � �
�#
����
� �� ��� TEX �
������
�
,���
 TEX ����� �����#� �����#� �����	 � ������ �� �� ����� ���� ����
���� � � �
�#�� �
�#
������

*���� ������	 �����
�� ����
����� f � ����
�� � ���� ������ �
������
��	�� ����� ����
�����

paper�tex � paper�dvi �
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������� $�� 2��� paper�tex � 2��� paper�dvi &��� 2���� �� 
������
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����� ��� ��� ����� ������� �����)� ��� �
���
������� ���$�����	���	
�����
�� ��#�
����� texdvi�exe� ������
����� ��	 �������	 � /C?��
�
������
� &��� ��� ������	 ������������ TEX � /C?�� �
������
�� ���	�� ���
��� ����)�

@�� ������ ���
����� �
��	 &����
���������) 
����� ��#�
����� *���
���� � ��� #���
	� � ���� ����� ��
� ��������� �� ����� 
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����� ���
#��	 ��$� ���#�� :��� � � �
�#�� ��
����
������ &���	�� % ���
�	 �� ���
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���� ��	��	���� �#� ��
���
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��� �#���
����� ����	 2�
����

h����� ���! ����	i L h����� ������� �� �����i � h���! �� ���� �������i�

M���"��� ����� ����� � ���� �
����� 2�
���� % ��$� ���������� ������
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��� ����������� �
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������
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���

<�� ����� �
�������� � �������������� ����� �
��	I D��� � �� ������	
�������� ��#�
���� ����
�� ���������� t ���
����� �� �� ����"��	 ����
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�"��	 �"�� ������ ��������	 � ����
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� ��������

�������� � ��� ���� ����� � ���
�� �������� ��������� ��������� �
��
����	 ����
	�� �
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����� ��#�
���� � ������� �� ����������������
������� &'� ������� �� O&�)(� ��� #���
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#� ���
������� �� ��#�� ������� �
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���� ������� ����� ����� �����������	 ��� ��"�� � �� �� *��� ����
������ � ������	�� �� ����
���� ������� �
����� ������������� ���
� �
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�	 �������� ��������� �������� ���������	 �� �����.��� $�� &��
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������ ) ���
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��� +��� �� ����
�������� �
��
���$���� ������#� ��"� ��#��"��	 	��	���	 ��� ��� �� � ���� �������
����
 ����� ������� 8�� �
������ �� ���� ������ &������ 	 ��� � ����
��� ����
����� �������������� ������) ����"��� ��� ����"��� �
������
�	� � ������� �� ���������������� �������� � �� ��#���
����� ���#� �
���������

!����
��� ������ ��
������	 ������������� ������ ������� � ���� ���
��	 �������	 ��#�
���� � �� ������	 �����
�	 ��"�� � ��
������� ���	�
�� � 	����� ����
�� ������
� ��	 ���
������ �������N � ������ 	�����
���� �
���� ���
����� �����N ���� �����	�� �
�2���������� �������	
� �� �� H����� ����� ���� ���
���� ������ ��� �"� O&�)���#��"��� ������
�	�� � �� ���������	 � ���"���� D��� �� ������� '� ������� �� O&�)( �
���#�� ����� #
���� '� ������� �� �������(� �� ����$� ��� 
�������������
������������� ���
������ ������� ��	 �������������

*���� 2����
��� �����
� ������������ ������� D��� ���� ��"�� M �
����
�	 ������	�� 2���� f � � ��
������ ������ ���� x % �����
��



��� �� �� �������	

������� ������ ��#�� ���� ��
������� �"� ����� 2���� T &M�x) %
���������� ���
���� &������)� ����
�� �
��� ��	 ��"�� M ��	 
����� �
������ ����� x� 6����	 T &M�x) ��������	 ���������
����� �������� 	�
�
������ �������	 � ��� �������
�� ���
����

�� ��
���� 
� ���
�����

H������ ����
� ������� ��� 2���� T &M�x)� ��
���� ��� �
������ � #����
��- � �� ������	 ��#�
���������	 ������ f N ������� ����
�� ����� ��
�"��
��#�
��� ��	 
�"��	 ���� ������ � ������ �������� ������ �������� ����
#� ����#� ��
�"�#� ��#�
�����

+���������	� ��� ����� �������� �������� ������ ��������� � �������
� � ����$������ � � ���� ���� ������	 ���
��� ����� �� ����
����� ,
������ 2�
����
���� ��� ���
��� ����
������ ��� ��� �� �� � ��������
��
����	�� ��	��� '�����"�	 ��	 ���� ������ ��"��(� � �� ���#� �
��������	 &�� �
���� ��
� ��	 �����
�� �����)�

A��
��� :� �� ���
����� ��
� ���
��� ����$�� � ����� ���
�����
���
�� �������� ���������� ,�� ��� ���
��� ���� ������� � O0�� #����
��
���
� ���
��� :� �� �� ����
��� % ��� =>O= #��� �
���
� � �� ��
�
��	 ��	������ �������	 NP�������� ��������� ����
�� � ����
"���	 �"
������ 
������ � ���
�� �������� ����������

H�	 ������"�#� �� ���
������	 �$� ��� ����� ��
�������� 6����	
T &M�x) ���
��� ���� �
�#��	
�� G������
�� �
���
 TEX �
������
�� H�	
������	 $�#� ����"����� 2����� �
�������� �������� � ����� ����� 
��
���� ����� ������������	 ������� 2�
���� TEX� � � �������� 2����� ���
�
��	 ������� �������	 ��������� ����� ����������	� , ��$�� ������ ���
2���� ������� ������ ���������� � �
�������	���	� �� ���"��� 
����	�
;� ����� ������� �� �� 2���� ���
����#� �
#������ �� �� �������� 2���
�� �� ���
����� ����� � ���
����� ������ ����
�	 ��
����� �� ��������
T &M�x)� D��� �������� �������� ������� � ���� ������� ;� ����� �#
������	
����� 
���
���
����� ����
�� ��������	 ��������� � ����� �� ���!���
+� ��
����	���	 ����� $�� 2�
�����

tM &n) L max
jxj�n

T &M�x)�

*� ���� ���� ������� ����� � �
���"� $�� n� ����
��� ��� � ����
�� �"�
��"�� 
������� ���� ���#� &�� �� ����"� ���#�)� ,
��	 
����� � ����� ����� �
������� �������� tM &n)� P� �
��	 tM&n) ��"�� #�
���
���� �������

����� � � ��� ������ ����� ����� � �
���"� $�� n� ;����� ������
��������	� ��� � �������� ������ 
����� ����
"���	 
��"��

;� �
������ ��
�$��� ��
��� ���
��� :� ��N � ����� ����� ������
log t � �� ���� ��	�� � �� '
����� ( ��
��	$� �	 � ����������� 2���
�� �

������� ����� �!"��� "��������� ����� �#!��������� ������� f $

!�� ����� �� ��� M $ �#!�������� f $ ����� ����
��� �������� ��
����%

���������� 
���� �� ��� M �$ ����� �#!�������� f � �����$ !��

��+	�������! ������! , ��� ����! ������!� ������ ����� �	������� 
��! �	 �����
�� ������*




 �������� 	��������� ���

tM �&n) � log tM &n)

�� 	�!�� ���� n&

6����	 �� ���
��� :� �� % ��� �����
�	 �������� &��� ������� �� 2�
�
����
���� ���
���� �
��	 �� ��������	 � �����"�� ������ 
����� ���� ���
��
� ��	 � ��� ��"��)� +�� �� '������#�������( ����� � ���
�� ��������
��������� % ��� ��
���� ���
� ���� ����� ����� ������#������� 	����	 �
�� �� ���������� � ��������� A��
��� :� �� �����������	 ����
����� �
����$� ������ ���#���������� � ������ $�	�	 2����	 � ����� �����#�
���"��	 � 
������ �
������ ��������� ��� � �������� ����������� @�
��� � ����� ��������� �� ��
��� ������������� ���
� � ���#� � �����
���"� % �� ������� �
������ ��� ���
��� ������ � #�����	 ��	 ��
����
���	� @��� ���#����	 ����"��

�� ��
 �
�	��� ������

*���� �� � ����� ���	���	 � ����
���� ��	 ������ 2����� �����
���"�� ��"��� ������	 $�� ��� 2���� � Q����
������ 	��	���	 ��	���
������������ ������ % ��� �� ���
����� ��	��� ��	 ���
�� ��������
����������

@�������� �����	 ����#�	 ����� ���� ����� �
������ � ��
������	��
���#
��� �� G���� � �� R���#�� D��� �� � ����� �
����#
�
����� ��
G����� �� �� ��	�� ��� � ������ �����
����� �� �
�#�� ���� , �"�� ���
������� ���� �� � ����� ��	 2����� �������� ��� ����� ����	 ��
�"�	 ��"��
�� �� ������� ����� ����� ���� G������
�� �������� ���� ��"�� ����
��
�� ���
���� �� � ������ ����� ���� 2������ ���������� ������ ��"�����
������� ���������� �������� �
�$� ���#� ���� �
��� ���
���� �
���
� ���
���#� 
��������� � ��� ����-

DTIME&t&n))
def
L ff j�M - &M ������	�� f)S&tM &n) L O&t&n)))�

��� ��� �� ���
����� ��
������� � ���
�� ��������� :���� D �������
����
���
����� ��#�
���� &���� � � �
�#��)� TIME ������� 
��� ��� �
��� �� ��������� D��� � �� ���� �
��������	 2����	 t&n) �� ���
�����
#� �
#������ �� �� ��
����� ����� ��������� �����	$�� �� ����� 2������
��	 ����
�� ��$������� ������	 $�	 f ��"�� M � ����	 ��� ��#�����
� �
$�	 2����	 �� �
���� �#
����� ������� 2������ t&n) � ������� ��
���������������� �������� �
������	 ��"� ���
��� :� �� ��
��������
������ ��	 �����
�� ���������� 2������ @� ���� �� ����� ������� �����

��	� ������� � =0 
��� �� ��� ���� ������� � � ��� 2������ % ��
���
�
����� ��������	 ���������� ��"��� ������ *��� ������� � �
���� ���
��� ��
������	 ����� O�����"���

A���
� ��
������ ��� �� ����� ����� ��������� �������

P L
�

k��

DTIME&nk)�

8���� P 5 ��� �� 2������ ����
�� ���� ��������� � �"�� ��"���� � �
��	
�� ��������	 
����� ����������� � 
����� ���� ������ + ���� ����� �
� �
����������� � � ���
��������� ����� �
��	� ! �
���������� ����� �
��	



��	 �� �� �������	

��� ��������� ��
�"�	 ���
��������	 &���� � ���� ���	� � ����
�� �����
������ ���) ������ ��� 2������ ����
�� ����� ��	 �������� �� 
������
�
��	 � 
������ ����� ��
��� ! �������������� ����� �
��	 ���� �����
�������� ����� ���� ��� � ������ ���������� ����
�������� 8�� ��
������ ����"�� ���� ��� �����	�������� ������	�� ����
���� ���
� �����
�������� ��	 ���#� �������

:��� � ����#���� ������ 	������ ����
�� ���� 
�������� �� ������
�������� �
��	

EXPTIME L
�

k��

DTIME&/n
k

)�

����� ���� ��
������� ������ ������������� �
��	

DOUBLEEXPTIME L
�

k��

DTIME&/�
n
k

)

� ��� ������

!� ��
���� 
� �����"�� � ��
 �
�	# $�����	���
%

&�
��	���

A���
� ������� ��
���	 � �"��� ���������� �� +���������	� �
��	 
��
���� ��#�
���� A�
���#�� � ����$� ����
�#� � ������	 
�"��� ������ ����
����
�� #�����
��� � ����� � � ���� �� �
������� ��"� �������� H�	
�#� ���� ����	 ��		 �����

tTarski &n) � /
��

�
�
� �
�n�

8�� �� ������� ��	 
��
�"������ ��#��
� A�
���#� �
�������	 �$� � ����
Collins for Windows ���

������� �#���	�
�� '����
� (�
����� 	
�������� DOUBLEEXPTIME&

A���
� � ���# ��	�� 
����� ����� ����� CD�ROM- �
��	 
����� ��#��

���� 8������ �����
��� ���"� �
���� 
����� ��#�
���� A�
���#� &���	
�� ��� 
��� ����� ���� ���� ������ % ����� �
���� 
����� ��#�
����
������ ��������� � #�
���
��� ��� ��� ���� ���
��� � ����� �#��� �
��
�#������ ����� ������� �� �
��	 ��$��������	 ,������)�

,������� ���
��- � ����	 �� �$� ����"��� ��#�
��� 
��
�"������ ��	
��#��
� A�
���#�I * ����� ��$�� ���
��- � ����	 �� �� �� ����� ������� �����
$� � � ��� ��#�
�����I ,�
�#� ��
���
� ��	��	 ���������	 2����	 �����
� ������ P� *��� �� �
���� ��
�� ��	��	 2����	 �� DOUBLEEXPTIME �����
� P�

H
�#��� �������� ���
�� � ���� ���� �� � �� �
����� ����������	� ����
�������� ���
��� :� �� �� ����
��� �
������ ����$� �� ���� 2����	��

,��
�� �
���#����� ����� ���
�� �������� ��������� % ��� ���
���
�� ��
�
����

8�� � � ������ � ���
���� �� ����
���� �� �
������ �� ������ � � �����
��$�� 2�
���

������� �$������	� ��!%&��� P �L EXPTIME&




 �������� 	��������� ��


A���� ��
����� � ��� ��������� ������ ������� �� ��� ��� �
����� ���
��������	 �����

Y � ��#� �������� ���� � ������������ �
������ ����� ����� �����������
���� ���� ���
���� D��� �� �$� ������ �"�#� ���������� �� ���
�� �����
�#� ����� ���� �����	� � ���� ��� � ��
�"����� ���������	 �� �#� �
�#
���
�� ����������� !������ ������ #�
���� ������� � ����� ����� ���
��-

����������� �� ��� 	
��
���� � )����� *��I

,�	�	���	� ��� ���� �� @���#� 1��� �������� � ������� �������������
�
��	� �� ��� ������ � �����	�� EXPTIME �� P� ������ ��� ���� ���� �
�����
��#�
���� ������	 $�� �
���
���� ���������	 �� �
�#
���� �� @���#� 1����
� ����� ��� �
���� ��������� �� �#�� � ��� ���� ����� 
�"���	� A��
���
�� ��
�
��� ����
������ ��� ��� ������ ����	 
�"��� ��$������ ����
���
��� ������� ��"� ���������

Y� ������ ���#�� ��
�
� � ���� ��� � ��������� ���������� ������� �
����� ������� ���� � �����

* ����
� �" ��������� �������	 ����� ���#������ � ����
�	�� ������
 $�� ���
����

������� ��	��� ' ��(	� ��!")��� '����
� (�
����� �� 	
��������
������ P& +
��� 
����# ������ 
��
� ������ ����
���� �� �����
# (�
�

����� �� ���� �$ !�� /�n$ �� � , ������
�� ���������&

A���	 ������	 ������ ������ ��.	�	�� �
���� ������ �"�#� �������
���� � �
���������� 
�"���� ����� � ��#��
� A�
���#��

@������� �����	 �� ������������ ������� ����	 ������� ���
�� �����
������ ��	��� ��� 
�� � ��������������� ���� ������ , �#��	����� ���
��
���
� ��� 
����� ���
�� ��������� ����
�� ��������	 ����
��
�����
�� ��#�
������ ��� � ��������	 % ZTheory of Algorithms\� � �������� ���
ZComplexityTheory\ ���
����������	 ��� 
�� ����
���� ���� ������ A����
��
����� ���
�	 �������� �������	 ��������� ��� � ��$������� �22�������
��#�
������

M�� � ���� �
���
� ���� ��� �
������� ���	$�� ��
�� � ����� ����
��
���� ��	 ���������� ���� ������ !���
���� ���� ���
��� A�
���#�� �� ���
������ ����"���� � ���#� � ���������� D�������� ���� �
����������� ���
��� ����� ���������� ����� ���#� �
������� ��#�
���� ������� � ������
�
�#�� ���	�� Q�#�
����� ������ ��#�� ��#�
���� ���� � ������� ��#��

���� ���� � 
����� Q ���� �� �������	 ��������� ��� ����� �22�������
��#�
��� � ��	����	 ���#��� � �
� ���� �������	 ������
����� ��������
��#�
����� �� ��������� "�
���#� �������

'� ��
���
�	# � �
��
	�

H������ �
�������	 ����"� � ����
���� �"�� ���
��� ��	��� ��������
�#� ������ ���� ������ ����� � ��	 ��#�� ����� �������� � 2�
����
�����
���
�� &� ���� ������ ���
��� 6�"�
� 5 G���� ���� �2�
����
����� � ���
�������	 ����� �� �� � ���� ��������� ������� 5 ��	 ���#� ���������
�������� � �� 2�
����
���� ��"� ���
� 2
���)� ��	��� ��������#� ������
��������	 ����� � ��� ������ ��#�� � �� ��	��	���	 ��	��� ����������



��� �� �� �������	

� ��� ���
�� ���
����� ��	��� ���
����� ���
�� �������� ����������
D��� �������� ��
����� ��
������	 ����������� 	 
������� ��"� � �������
����� �� ���

���������	 
� ��
�� ��� ���������� ���
��� ���� �
����� H�	 �����
�������� ��� �� ��������	 ���������� 2������ ����
��� $�� ������
����� � ������ ������ @� �� ��#�� �����	� ����������	 #�
���� ������� �
���� ��� �
������ � �
������ � ����
� ��$����� 
������
����� ��� �������
��� ��#��� Y��� L ���� 
������
����� ��� �������� ���� L � f0� =g� ��� ��
��
�
���
����� �#� ��� ����
����� ���� � - f0� =g� � f0� =g� ��#�� L L ���&=)�
��
���� � 	����� � ���"��� �� �#
��������- ���� ���� �
��������	 2���
��	 �� ���� � ������ �� � �� ���� ��	���� ����� 	��� % �������� ��
 &x� i)
������ ��� i�� ��� f&x) 
��� =�

*�������	�� Y��� L� �������	 � 	���� L� �� 8�
�� &����������	 ���
����� ��
���� L� �p L�)� ���� ��$������� ����	 2����	 f �� P� ���

	x - &x 
 L� � f&x) 
 L�) �

!��������� ���� 
������
����� ��� ������������ �����
�� ����
�#
���
��� ��
�
������� $�� ��� ��� ����� x � f&x)� � ����
��� ����� ��� �
��
����� ��#�
��� 
���������	 �
���������� 	���� L�� , ���� ��
����
��	��	 ���������� ��
�$��� � �
�#
���� 
���������	 L� ���$�����	���	

��� ��� 
��� ���� �� 
��
�"�� ������������ � �������� ����
�#
���� 
���
�������� 	���� L� ������� �#��� 
��� �� ���������	 �
�#�	 ���������� &��
A� 
�#�)� !����� ��� 
������� �� ������

+��"��� ���������� % ��� ���"��� �
����
	���� +� 
�2������� �
�
�������� !���� #����� �������� ������� � ���� ��� ���� L� 
 P� �� �
L� 
 P� P���� ����� ��� ����� �������� ������ ���������� ���
���� ���
��
��������

@��
���
� EXP����������� � ��������	� @� ����� ���������� ����������
� ����� ����������� P������	 ��� ��"� � ������ ��"	� ������� %
������ ��������
�#� 
���
����#� ��������

D��� #���
��� ������ � ���������� �������� � ����
�� 
����� ���� ���
�	 �� ��� 
�����	 2����	 � ����
�� ������� ���������� ����
��������

�� ���� �$� ����� ������������� /�logn�
O���

� ����� ����������� 2�����

n logO��� n� 8����������� 2����	�� ������ ���� � ������� ���
��
�������	� ������ ��� ��������	� ��� �������	$��� ��
�"�� ��#�
��� % ���
��#�
���� ����
�� 
������� ��� 
�� ����������� �
��	�

, � ��� ������� ����� P 	��	���	 ���
����� � ���
��� � �� ������ �����

������
����� ���� ����������� �����������

R�#�� ������� ��� ����� EXPTIME ������ ���������� ���� �����������
������� ��������� ��������� ���
��� � ��$����� � �� � ���� ������ �����
������ 	����� �� �� ������ ��� � ��� �
�#�� 	��� �� ���#� ������ � �� ����
����	� , ���� ������ ���� 
�"��� � �� ������ �� EXPTIME� ��������	 �
��
�������� ��#�
��� 
���������	 ��	 ����#� ����#� �����#� 	���� � �����
������� ����������� Y���� �� �����
�#� ��������#� ������� � ����
��
�������	 � ��� 	��� �� ���#� ������� ����� ��	 	���#�� &���������� ���
�#� ������ � ���#� ���� ����������)� Q ���� �� ������� �
������� �
����
������� �"��� ������ ����#� 	����� ������� ��
������� �
����� 	�����




 �������� 	��������� ���

A��
��� 6�"�
� 5 G���� �����������	 ���� ���� ,����� ��#�� �����
���������� ��
	�� � ��� � ��$������� �����������#� ��#�
���� ��	 ��#��
�
� A�
���#�� �����������	� ��� ��#��
�A�
���#� �
��� ��	 ������ EXPTIME�
������� ������������ ��#�
��� ��	 ��#��
� A�
���#� ����� �� ��������
����� ��#�
��� � ��	 ���� �������� ����� �� ���#� ������� Q �� ����� ��� �
EXPTIME ���� ������� ����
�� ����	 
�"��� �� ������������ �
��	 &'�����
���� �
�#
���� �� @���#� 1���()�

A���� ������ 
��������� ������ ��	 ���
�� ��������� ;� � �������	
����������� '� ���(� � ������ ��� ������ � �
�#��� *� ���������� �������	
������� ��
�"�� ��#�� � ���� ������ �������	 ��#� �
�#�� ����� �� ���#�
�������

M���� ���� ���� ��
����	���	 ��� �
���������� �����	���������� ��� ����
�� ����� ����������	 ��#� � ����� 
���� �������	� � �� ����� ���������
�� ��� �
������ ���������

(� )����% �� �
���
����#��% ��&
��	� "
�
*+

A���
� ����� �
��	 ��
����	 � �"��� ������ ����������� � ��#���
���
�� ���� ���	� �� �
����� '����� P L ����� �22������ ���������� 2�����(�
8����� � ����������� ��	 �������� ����� ����� 
�"��� ������� ������
�
������-

X
aijxj � bi� &i L = � � �m� j L = � � �n)

H
�#��� �������� ��� ���
�������	 ����� �
�#
��� ��	 ����� �����#�
�
�#
����
����	� !���������� �� ���
�� �������� ��������� ��
�� ������
��� �
�#
����#� ���������	 ����� � ����
���
�� � �� ������ �
������
$�� #�
���� ������� ���� ��������� ����� �
������ +� ����� ��� ���"��
�
� ��������������� ����
�� ������ ��	 ��	 
�"��	 ������ �����#� �
��
#
����
����	 ����� �� ��� ��� ��	 ���� ��2��
� ;��������#� ����
���
����� @� � ���
���� ����� � � ����
�� �����������	� ��� �������������� �
����������� Q ����� ���#� �" � ���
���� � ����� 3���	� &=>O>)� � ���
��
�� ��� ����
�� ������������ ��#�
��� ��	 
�"��	 ������ �����#�
�
�#
����
����	� �������� �
����� � ;������� 
����
���� � ��������
�	 ���� ������ �
��� CD Khachiyan for Windows ��� 8 �#� ������� � ���#�
������#� � ����� ,�9�� ��� ��� �
����#���� ���� ������ � ���������������
� �#� ��
����	�� +���������	� ��� ���	 ���
�������� ��#�
��� 
�"��	 �����
�� �����#� �
�#
����
����	 ���������������� �������������� � ��#��

��� 3���	� ������������� � �
������ ��
��� 
������� ����
�� ���
��
#�� <���� ����
���� �
���
 ������ �����#� �
�#
����
����	� � ����
��
�������������� ����� 
������� ���#�� ��� ���� � ���� �����
����	� � ���
���������� ��#�
��� 3���	� 
������� �
���
� �������� � � ��� �����
&���������� �������� ?� ��� ������ �����)�

��� ����� �������� ���� ���� �� ��#� �
������ ��� ������������ ���
#�
���� ��
�"�� � ������������� % ������ @� ��� ���� ����� � �����
����� ������
����� �
������ ������ ���� ���	 ��#�
����� 3���	� ���� � �
���������	 ��	 
�"��	 ����� �����#� �
�#
����
����	� ��	������� ��� �



��� �� �� �������	

����$� ���#� ��#�
���� ���� 
�"��� ����� ������� � ����
�� � ���������
������� �����������	 � �
����� ��������� @��
���
� ����� � �� ���� �
��
�������� �������� ���� K � ����� �����
�� ��
������� @��� ��������
��
����� ������ ����������� $�� ������ 2�
�� � K� �
� �������� ����
�� ���#� � �����- �� ����� � ����$� ��
�#� 	$��� &���� ��� ��#��
#���
	�� �
�����)� A� ����� ���� �� ���������� ����� p� �� � �����
�� ��#
�"�
���� � ���� �������� ����� �� ����� p � ���� K� � ���� � ����� % ��������
�����
� �����	 $� p �� K #���
���������� +���� ��� �������� � ���
�� ������� � @������ �������������� ������ ��	��� ����� � 
������� %
����$� �� ������ ��
"�� ��
���
�� ����
�� ��������	 ��������������� Q
��#�
��� 3���	� � �� ����� ����
�	 �� �#� ��
����� ����������� &�� �� ���
���������) � ������ �������� ��
���	���	� G��� ��
����
� n� ������� $�#�

����
 ������ ����� �#
��� d � &log ���)� #�� d % 
����
����� � � % �������
��������	�

A���� ���� ���� ������� ���� ����� ,��
�� �������� �
���
 % �
��
��
�� �
������ ������ 8�� �
������ ������
������	 ������ ��� ���� � ��� ����
���	 ��#�
���� ����
�� ���
�������� 
������� ��
�"�� � ��� % ��#�
��� ��	
�
������ ������� ����
�	 � � ����� ���� ��������� �������� � � �����
���

���� � ����#������ ���
��	��� �� ���� ��#�
��� ����� ��
�"� 
�������
� � �
������� , ��������� ���������� k � ����� ���
���� 
����� ��#�
����
nk ����� ����������	 �����"��� � ��#�� � ������� ������ �#� ���� �����
"��� 
�������� ���$
��	��� H�	 ������	 $�#� ����"����� ����������
����� ���������� � �
��������� 7�

,� ����	�������
������ ����������

������������ ��� ��� �
�"�� � ��� ����� � ������ ����� ��������� �
�

���� ������� ���
��� �
������ � ���� ������� P
�

�L NP� <�� ����� P� 	
��� ������ ��.	���� A���
� ������� �������	 NP�

H�	 ���#� ��	�� ��
���	 � �� ���� � 
����
���	 � ���
�� ���������
�#� �� �������� � ����
����� � ��
��� ��
� � ���� ������� ���������
����� ��#���� *������ �������������� ��#���� ��� �������� �������	 �
����� �������� ����� ��� ��������� ������������ M ��� ������	 ������

�	 �
������������	 2�
���� ]&p�� � � � � pn)� �� ��������	 �������#���� ����
�� ����� ��������� �� ��#�� ��� �� � �� ���������� * ��� �� ��
�	��
�� ��
����� �
� ��	��	� ���� ����� ������� � ���� ��� ��� ��	����
�� �������� �
������������� 2�
����� 	��	���	 �� �������#��� ��� ���
*��� � ����� ���
���� � ��
�����	 �� �"�#� ���������� � ������ �����
�� ���������� ��� ����� � ������� � ����� ��� � ������� � ���#�� ���������
��� �� ���
�� ��������� �������	 ��������� ������ � ��� �� ��� ��������
��������� �������� <���� ������������ �����
��� ��������	� ����� #��
��
��� � ���������� �� ������ SAT % �������������- ���� �� ���	 �� ���
���
 ��
������ �
� ����
�� 2�
���� ������

@��������	 ��� ������ � �"� ��
��� ��������� �������� � ������
��
��� ������ ��� SAT 
 EXPTIME� Q�#�
��� 
�"��	 ������ SAT �� ������
�������� �
��	 ������� % ���#� �������� ���
�� ������ ��
�����

��
SAT , �� ����� satis-ability , �	����������*




 �������� 	��������� ���

/n� � �
��	 ��������	 �����	 2�
���� �
� ������ �����	� ��
�����
������������ !���� $�� "�# % ������2���
����� ��� ������- ����� �� ��
� P� ��� ���� � EXPTIMEI ���� ���
��� �����"�� � ����� O0�� #����� ��
��� ��
 ���
��� ������ � ������������� ���
����"�� � 
�"��� ���� ������
����� 70 ���� � ���������	 ����
���� �����������#� ��#�
����� ��.	����
����� &	� �� ��	��� ������� ���� ��� ��.	�	�� � ��
���)� @� ��� 2���� ���
� ���������	 �������������� ������ ���� ������ � EXPTIME� �����
���
��.	��� ��������	� D��� �� ������
�� � ����	$�� ������������� ���
#�
����� ��
���
� � ��#�
��� ��	 ����#� ��#��
� A�
���#� �� ���������
��� �������� � �
���� � ��� �� ������� 
���������� ����
�� �� �
�����
��"�� �� �
��� ����
����� #����� ���� 
����� % �
������� ��#�
���
��	 SAT ���������� ������������� �
��	 ���� ����� % ������ ��	 	�
���
�
������������#� ����� ������������ � ������ �� ����
�� � ��
���	���	 ��
������������ �
��	�

,�
�� � ���
�� �������� ��������� �����	 � ��#�� ��� ���� �2�
����
��
��� ��
������� ������ NP� ��� ������ 	������ ����
�� 
������ ��	 ��
���
�
��� ��#�
������� :���� ����� ��
���
�� ��#�
���� ����� � �����
���
�
������ ��#�
������� NP% ��� ����� 	������ ����
�� ���� 
��������
�� �����
���
����� ������������ �
��	�

A���
� ����� ��
������� ���#� ������� , ���� ��
�������� ��� � � ��
��
������ ������ P� ����� 2�#�
�
����� ����� '��"��(� ���
�$�� �� �����
��������� �� @;A &'�����
���
����	 ��"�� A� 
�#�()N ��
����� ���
���������� ����� '��"��( � ���� �������� ����� �������� � � ���� ��� �
$�� ���"��� � 
������ ��"���� �����
�� ������� ������������	� ���
�����
���
����� ��"��� �� ������� ���� ��"��� ����
�	 
�������
��� ������ � � �������� ����� �� ����� �
������� � �������� 	����� ���
���
��� � ����� ���#� �� 
����� 
�����	���	 � ��� ����� 0 ��� =-

�
�
�

P
P
P

=

0
I

&� ������ �������	 �������� ���� 0� ���� =)� ����� ���#� ��"�� �
��������

������ , �������� ����� �� ����� 
���������	 �$� 
��� ��	��	���	 ��
���
���������� ,���� ������ ����� ��
��� ��������� @;A 
������� ��� ������
������������� ���
������� � 
�������� 
����� @;A ������� �� 
����������

����� ����� ���� ������� +�
������ 
�������� 
����� @;A � ������ �
���
��
�
���������� ����� x � 	���� L� @� ������ �� ������ ��������	 ���������	
��� �� ���� �������� �������- '��( ��� '��(� @;A 
������9�� 	��� L� ����
��	��� ����� x �
�������� L ��#�� � ������ ��#��� ��#�� ���� �# �� ����
����� ��������� ������ ����� '��(�

�
���� ��
�
��� ���������� @;A � �
���
� � ��
����	�� � �
���
�
�� ����������� �
������������� 2�
���� <�������� ��#�� ������ &���
���������	 ����
���
����	 ��"�� A� 
�#�) �
����������	 � � ���
��� 
�"��� ������� �
����������� ��������� � 
��� �����
���
����� ���
"�� % � ���������� &��#��	 �
�#��������) ������ ����
�� ��#�� �����
���� �
���
�� H
�#��� ������� ���� ������� ���- @;A '��
�����	( �����
���� ����
����� x 
 L� � � ����� 
�������	 �� �������� ��#
�������



�	� �� �� �������	

��������������� ���������	�� � ����
��� �����"�� ��
���� D��� ���
$������� ����� ���������� �
� ����
�� ����� '��(� �� x 
 L� , �
������
������ ������ �������� � �
������ � ������������� 
��������� &����� �
�
�������� 	���� ��"� ��#��� ��#�� � @;A �� ������ ���������� �����
���� ��
����)�

@� ��
�"������ ��	 � 2����� �
������- ��� �
�������� ����� 
���������
#�� �������	 ����	 ��"��� ���� �� �� ������
��� � � � A���� ��"� � 
��
������� ��� +��� �� ����� ���������� ��������� � ���
�� ��������
�� �������� #��� ����� ��� ��� ���� �2�
����
���� �������	 ������ �����
������ 8������� ����� ��
� 	��	 ��	 ���� �� ��������� � 
��� �����
��"�� � 
������ ��
�� �� �
���� ��
�� ��$��������� �������� ����� �
��
�� � �������� �
���������� ���
����� � 2������� � ������ � ������
�� �����
���
����� ��"� ��������� ����� ��
��� ���� � ��������
����#�
������� ���
����� �� ���
�� ������������ � ���
�� ��������� :��
��� ��#�� ����
����� �������� ����� ��
� ��� ��� � 
�"��� �����
��
�����"�� ��
���
�� ������� ������ ��� 2����
�����	 ��������

�����
��� �$� 
��� ��� �����
���
����	 ��"�� 	��	���	 ����� ����

��������� ��	����� M������� �� ������	 ����#� ��	��	 ������ ��	 ����
�
"�� 2�������������

��� ����	 ��
��	 ����"���	 ������� ��	���"�	�	 � ���
�� �������� ���
�������� , ����	$�� ����� ���� ����� ����� �������� #�
���� ����� �����
��- ���
������� �������������� � �� �� ��� ������ ��	��	 ��	 � ���� ��
����� � � ���� ��
������	 ��������� ������� � ��	 ������2������ �����
������ ������

*������� 	��� ��� ��	��� @;A �
��
��� �
���������� � ������
����
� ��
���
�� ��#�
������ !�������� ��� �������� ��� ��� ������� D���
� �� ���� ��#�
���� ����
�� �������	 ��
��
��� �����
�� ���������� ����
��������� �� �"� ��"�� ����� �#������ ����	 �� ����������� 	��	���	
��
�"��� � ����� �����
����� ���
� ����� &����������� �
���
�� ���
�
���#� ��
����)� , ��
��� ���
�� ��� �������� ������� � ��� 
���
��������� �
����� D��� � �� ���� @;A� �� �� ��
������ ��
��� ��������	�
� ��
���
 ��� �
��������� �� ���� �������� ����	��

!��
����	 ���
�	 �������� ��������� ������� � 
���������� 8����
8�
��� R���� &����
�� ������� �� ���������) � ����� O0�� #���� &=>O05
=>O/)� ��� ��
�	 ���
�� ������� ��� � ����

=� P����� �#	��������� &SAT ) ���� ��	 ������ NP &���
��� 8���)� A����
��
����� ������ �"�#� ���������� � &���� �� �
������� ������������

��#�
��� ��	 SAT ) ���������� ���
���- ������� � �� ������ P � NP &P
�

�L
NP)� D��� �����������#� ��#�
���� ��� �� ��� ������ � ������� � % ��
�����	�� ������ SAT � ���� �� � ����� �� ���� �22������ 
�"��� � �� 
������ �� ������ NP� P����� ����������� �������� �� ����� NP� 1
��� #���
	�
NP% ��� � ��� ���� ��� ������� ����
�� ��#�� ���� ������ � �����������
�
������������� 2�
����

/� D��������� ��� ����� 
�������� ����� ������� �����
� 
����� ���
��
���	 % � �������� �� ���� ������ ������������ ����� ��
���� ���� 

��.� ��������� /����������� 0�� ���� "1����� �� ��� 2334 *$ ����������� �������
��� 5* 6� �	� �������� �� ��� �����������! ����� ��* .��������	*




 �������� 	��������� �	�

���
� �� 
�"��	� @� ����� $�� "�#�� ���� �����	 8�
�� &=>O=)� � ����
��
��� ���� ������ /= ����	 ������ ��	 ������ NP� ,�� �� ����� ����� �����
�������

, ����	$�� �
��	 ������ NP������ ������ ����
�� ������ � ��������
� �� ���� ������	� ����������� ����
��� ���	�� ������ ,����� #�� ������ �
��#�
����� ������ � � ��
���
�� ������� ��� ������������ ������ ���
��̂��"�	 ����� �
�#
���������� 
����� � ������� � ����
� ��
���� �����"��
M��������� ��� ��� ������ � �
��������� % ���#�� &� �����
��� ���� ���	�
��) % ���� � ��� ���� ���
���	 ��
���
�	 ������� �� �� ���� �
��������
��#�� ������2���
����� % ���� ��	 �� ���� ������������ ��#�
���� ����
�� �����

A���� ��
���� ��
����	 ���
�	 ��
���
�� ������ *���� ��#�� ��� ��
���
�
�� ��#�
���� ������ � ����� �� ��� �� �
���
��� ����"�� ������� ��

��� ���
������#� ������#� !������ ���
�� P
�

�L NP ����� ���� �� �����
����� ���
���� �������������� ���� ����� $�#� �������	�

,�� � ����"�� � ���� 
������ � ���� ��� 	��	���	� ��� �������� 	�
��
���
�� �������� ���������� @� ����� ������� ���� 
������ ���� ��� ��	

���
�	 �������� ��������	 ������ ��"� �����"���� P
�

�L NP� *������	
����� ����������� % ����
�	 ��.���	�� ������ � ��������� ������ � ���
��� ��������� ��� ������ � ����$� �� ���������� �
�# � �
�#� % ���������
���������� �22������ ��������
� � ����� 
���� �������	��

��
������� ��
���� �������� ����� ����� ����������� &������ ���
����	���� ��"� �������� ���������)�

:����� �������� ��#��
�������	� D��� �� ���
����� ��������� ������

�#� �������� � �� ����
�#�
����	 � ������ �� ������� ������#� ��������	�
� � �� ��#�� ��� �
������	��	 �
�2���������� ���
����� �� ��� ������� ��"�
�� ��#�� � ������ ������� �
������	��	 �
�2���������� ���
����� A�#�� ����
��������	 ��
����	���	 ����������� ������� � ��������

:����� �������� #�����
������	 % ���#
���� ,�
��#� � ������� � ��
��$�� � ����
�� 	 #���
��� � �����

:����� �������� ������ % �� ���������	 �� ��#�� ��� �� ���������
��#��	� ���� ��� �� ���
��� � 2����� f - f0� =gn � f0� =g� ��
������� �
������ 2����
����� �����

, � ��� �� ���� 
������� �������� ����� ��������� ���
����"�� �����
���� � 
����� ���� ��$�� ������#���

-��&
����
�	�

Y ��
��� #������ ���#���
����;� @� ,	���� � ;� ,� Q�������� �� ����
��2���
���� ����$� � �
������� ���� ������ � �
�#����� ��	 ����	
���� � �
�2� J� Kraĵbccek �� 
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