Инверсия

Вступление

В школьном курсе планиметрии рассматривают два вида преобразований плоскости: движения и преобразования подобия (гомотетию). Как гомотетия, так и движения являются линейными преобразованиями, то есть такими, при которых прямые переходят в прямые. Или, другими словами, в декартовой системе координат эти преобразования задаются линейными уравнениями.

Безусловно, класс линейных преобразований плоскости гораздо шире и отнюдь не исчерпывается лишь движениями и гомотетиями. Однако, иногда бывает  полезно рассмотреть и нелинейные преобразования. При таких преобразованиях прямая может перейти в какую-либо кривую.  Правда, в средней школе на уроках геометрии мы привыкли встречаться с одной-единственной кривой – окружностью. Не будем нарушать эту традицию, идущую еще от Евклида, и рассмотрим преобразование плоскости, при котором некоторые прямые переходят в окружности. Это замечательное преобразование называется инверсией.

Определение

Рассмотрим на плоскости окружность ω с центром О и радиусом R и произвольную точку А1, отличную от центра О. Дадим следующее определение:

Точка А2 называется симметричной точке А1 относительно окружности ω с центром О и радиусом R, если точка А2 лежит на луче ОА1 и  ОА1 · ОА2 = R2.

Из определения непосредственно следует, что
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Для каждой точки плоскости, кроме центра О, существует единственная точка, симметричная ей относительно окружности ω.

2. Для центра О симметричной точки не существует.

3. Если точка А2 симметрична точке А1 относительно окружности ω, то и точка А1 симметрична точке А2 относительно окружности ω.

4. Каждая точка, лежащая на окружности ω, симметрична сама себе.

5. Если А1 и А2 – различные симметричные точки, то одна из них лежит внутри окружности ω, а другая – снаружи.

Теперь можно рассмотреть отображение плоскости на себя, которое переводит любую точку, кроме центра О, в точку, симметричную ей относительно окружности ω. Это преобразование и называется инверсией плоскости относительно окружности ω. Вопрос о судьбе центра О оставим пока открытым. Будем рассматривать плоскость с выколотой точкой. На такой «проколотой плоскости» инверсия полностью и однозначно определена для всех точек.
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Наглядно представить себе инверсию можно, как результат «выворачивания» плоскости через окружность ω. Все точки окружности инверсии остаются на месте, все точки, находившиеся внутри окружности ω, оказываются снаружи, все точки, располагавшиеся снаружи окружности, попадают внутрь.

Если точки А1 и А2 меняются при этом местами, то по определению симметричных точек ОА1 · ОА2 = R2 , то есть ОА2  =  R2  / ОА1 . Значит, чем больше величина ОА1, тем меньше величина ОА2 и наоборот. Чем ближе точка расположена к центру инверсии, тем дальше ее образ от этого центра. Если придвигать точку А1 все ближе и ближе к центру О, тем самым приближая величину ОА1 к нулю, то величина ОА2 будет неограниченно возрастать, и, в конце концов, точка А2 «уйдет в бесконечность».
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Уместно также пояснить, почему мы называем точки А1 и А2 «симметричными». Для этого рассмотрим точку А1, такую, что ОА1 «мало отличается» от R, то есть точку, лежащую близко к окружности инверсии. Ее образ А2 также лежит недалеко от окружности инверсии, но по другую сторону. Если при этом сделать радиус R очень большим (как говорят, «достаточно большим»), так что видимая часть окружности ω станет весьма похожей на прямую (так же, как видимая нами часть земной поверхности весьма похожа на плоскость), то точки А1 и А2 станут «весьма похожи» на точки, симметричные относительно этой «почти прямой».

Ограничимся пока этими расплывчатыми рассуждениями, а в дальнейшем сформулируем и докажем ряд строгих утверждений, придающих смысл всем словам, взятым в кавычки.

Задача 1

Рассмотрим на координатной плоскости окружность ω :  x2 + y2 = R2 и точку А1(x1 , y1). Найдите координаты точки А2, симметричной точке А1 относительно окружности ω.

Построение

Из определения симметричных точек следует пока лишь, что для любой точки плоскости (слова «кроме центра О» будем в дальнейшем пропускать) однозначно определена симметричная ей точка. Хотелось бы, однако, не просто быть уверенным в ее существовании, но и уметь достаточно быстро ее построить циркулем и линейкой. Самое известное построение вытекает из следующего утверждения:

Пусть точка А лежит снаружи окружности ω с центром О, АМ и АN – касательные к окружности ω; прямые ОА и MN пересекаются в точке В. Тогда точки А и В симметричны относительно окружности ω.

Доказательство этого утверждения совсем не сложно. [image: image4.jpg]



Во-первых, точка В лежит на отрезке ОА, поскольку МВ является высотой прямоугольного треугольника ОМА. 

Во-вторых, из подобия прямоугольных треугольников ОМА и ОВМ следует пропорция 
OM / OB = OA / OM, или ОА · ОВ = ОМ2 , что и требовалось доказать.

Теперь можно построить точку, симметричную любой точке плоскости относительно данной окружности. Чертеж легко воспроизводится, как начиная с окружности и точки А снаружи нее, так и начиная с окружности и точки В внутри нее.

Однако, несмотря на простоту построения, оно, пожалуй, обладает определенным недостатком. Точки А и В названы «симметричными», относительно окружности, а вот само построение в каком-то смысле «несимметрично». Действительно, если точка А лежит снаружи окружности ω, то для построения надо сначала провести касательную, а потом опустить на прямую ОА перпендикуляр из точки касания. Если же данная точка лежит внутри окружности, то построение ведется в обратном порядке; сначала – перпендикуляр, потом – касательная.

Хотелось бы найти такое построение, чтобы оно «работало» совершенно одинаковым образом, независимо от того, как именно расположена исходная точка, внутри или снаружи окружности. Это построение получается из следующей задачи

Задача 2

Пусть К, M, N – произвольные точки на окружности ω; р – серединный перпендикуляр к отрезку MN. Тогда прямые KM и KN пересекают прямую р в точках А и В, симметричных относительно окружности ω.
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Указание: 

Как и в предыдущем случае, достаточно найти на чертеже подходящие подобные треугольники.

Необходимо также доказать, что точка О не может лежать между точками А и В.

Используя полученный результат, проводим построение точки, симметричной данной точке А, следующим образом:

1. Проведем прямую ОА и произвольную секущую, проходящую через точку А, и пересекающую окружность ω в точках М и К.

2. Опустим из точки М перпендикуляр на прямую ОА и продолжим его до пересечения с окружностью в точке N.

3. Прямая KN пересекает ОА в искомой точке В.

Легко видеть, что если на нашем чертеже просто поменять местами буквы А и В, а также М и N, то описание построения вообще не изменится. Последовательность действий останется той же самой, поскольку произвольную секущую КМ можно провести, как из внутренней точки окружности, так и из внешней, а для построения безразлично лежит исходная точка А на отрезке КМ или на его продолжении.

Заметим также, что первый способ построения является вырожденным случаем второго, при котором точки М и К сливаются, а секущая превращается в касательную. Если попытаться аккуратно провести все построения циркулем и линейкой, то преимущества второго способа становятся очевидными. Действительно, отрезок MN можно заменить подходящей дугой окружности с центром, лежащим на прямой ОА. Тогда для построения надо провести всего три прямые и одну окружность.

Сравнение явно не в пользу первого способа, где по ходу построения надо проводить перпендикуляры или делить отрезок пополам, что требует проведения дополнительных прямых и окружностей.

Свойства инверсии

До сих пор мы применяли инверсию лишь к единственной точке. Посмотрим теперь, что произойдет, если применить это преобразование к более сложному объекту. Естественно попробовать подействовать инверсией на прямую. Если эта прямая проходит через центр инверсии, то точки, находившиеся внутри окружности, окажутся снаружи, и наоборот, но в целом прямая перейдет сама в себя. Гораздо интереснее случай, когда исходная прямая не проходит через центр инверсии. Прежде чем рассмотреть этот случай, докажем несложную лемму. В силу важности назовем ее

Основная лемма

 Пусть А1, А2 и В1, В2 – пары различных точек, симметричных относительно окружности ω. Тогда все эти четыре точки лежат на одной окружности.


По определению симметричных точек
ОА1 · ОА2 = R2 = ОВ1 · ОВ2 , следовательно
ОА1 / ОВ1 = ОВ2 / ОА2 . Из пропорциональности сторон следует подобие треугольников ОА1В1 и ОВ2А2 по двум сторонам и углу между ними.

Из подобия треугольников следует равенство углов
( ОА1В1 = ( ОВ2А2. А равенство этих углов и означает, что четырехугольник А1А2В2В1 – вписанный, или, другими словами, все четыре точки лежат на одной окружности, что и требовалось доказать.

Теперь можно доказать первое важное свойство инверсии.

Теорема 1

Прямая, не проходящая через центр инверсии, переходит в окружность, проходящую через центр инверсии.

Опустим из центра О перпендикуляр ОМ на данную прямую и рассмотрим точку К, симметричную точке М относительно окружности. Возьмем также на прямой произвольную точку А и построим симметричную ей точку В.

По основной лемме точки К, М, А, В лежат на одной окружности. Вписанный угол М – прямой, а значит, вписанный в ту же окружность угол В тоже прямой.

Треугольник ОВК – прямоугольный, следовательно точка В лежит на окружности с диаметром ОК. Эта окружность и является образом исходной прямой при инверсии.

Задача 3

Если исходная прямая касается окружности, то точки М и К совпадают и доказательство теряет силу. Как изменить доказательство теоремы для этого частного случая?

Особенно легко построить образ прямой, которая пересекает окружность инверсии. Поскольку точки окружности инверсии остаются неподвижными, достаточно провести окружность через центр инверсии и две точки пересечения окружности инверсии и исходной прямой.

Полученный чертеж содержит окружность ω, прямую а, пересекающую ее в двух точках В и С и окружность α, проходящую через точки О, В, С. Эта окружность α является образом прямой а при инверсии относительно окружности ω.

Легко видеть, что касательные, проведенные к обеим окружностям из точки А, лежащей на прямой а, равны между собой. Это следует из теоремы о квадрате касательной.

AP2 = AB · AC = AQ2,   значит AP = AQ.

Оказывается, это утверждение остается верным даже, если окружности α и ω не пересекаются.

Задача 4

Пусть окружность α является образом прямой а при инверсии относительно окружности ω; точка А лежит на прямой а. Тогда касательные, проведенные к окружностям α и ω из точки А равны между собой.

Теорему (1) можно, очевидно сформулировать и так:

Теорема 1'

Окружность, проходящая через центр инверсии, переходит в прямую, не проходящую через центр инверсии.

Теперь представляется естественным применить инверсию к произвольной окружности. Докажем следующую важнейшую теорему.

Теорема 2

Окружность, не проходящая через центр инверсии, переходит в окружность, не проходящую через центр инверсии.


Для доказательства рассмотрим инверсию относительно окружности ω и окружность α1, не проходящую через центр инверсии О. Проведем в окружности α1 диаметр В1С1, проходящий через центр О и построим точки В2 и С2, соответственно симметричные точкам В1 и С1 относительно окружности ω. Докажем теперь, что точки, симметричные точкам окружности α1, расположены на окружности α2, построенной на диаметре В2С2.

Возьмем на окружности α1 произвольную точку А1, и построим точку А2, симметричную точке А1 относительно окружности ω. Теперь применим основную лемму к двум четверкам точек – А1, А2 ; В1, В2  и А1, А2 ; С1, С2. Первая четверка дает равенство углов (А1В1С1 = (В2А2М, а вторая – (А1С1В1 = (С2А2О.

Треугольник А1В1С1 является прямоугольным, так как В1С1 – диаметр окружности, значит (А1В1С1 + (А1С1В1 = 90(, следовательно, (В2А2М + (С2А2О = 90(. Из последнего равенства следует, что угол (В2А2С2 – прямой, и значит, точка А2 расположена на окружности α2 с диаметром В2С2, что и требовалось доказать.

На приведенном чертеже окружности α1 и α2 не пересекают окружность инверсии ω и не содержат внутри себя ее центр. Доказательство, разумеется, остается в силе и при любом другом расположении окружностей, хотя чертеж становится немного более запутанным. Попробуйте самостоятельно рассмотреть возникающие здесь случаи и проследить на них все шаги доказательства.

Серединная окружность

Рассмотрим еще раз чертеж к теореме (2). Пусть прямая А1А2, пересекает второй раз окружность α2 в точке М. Цепочку равенств углов из доказательства теоремы (2) можно продолжить (А1С1В1 = (С2А2О = (С2В2М. Отсюда следует, что прямые А1С1 и МВ2 параллельны. А это значит, что точка О является центром гомотетии окружностей α1 и α2. Таким образом можно сформулировать еще одно утверждение, широко применяемое при решении задач.

Если при инверсии с центром О окружность α1 переходит в окружность α2, то центр инверсии является также центром гомотетии.


Хотелось бы так же просто сформулировать и обратное утверждение, что центр гомотетии двух окружностей является центром подходящей инверсии, переводящей эти окружности друг в друга, однако это не совсем так. Дело в том, что две окружности имеют, вообще говоря, два центра гомотетии. Коэффициент одной гомотетии положителен, а другой – отрицателен. При этом для одного из центров гомотетии подходящая инверсия обязательно существует, а для другого иногда существует, а иногда нет. Разберемся в этой ситуации подробнее.

Теорема 3

Пусть точка О – центр гомотетии окружностей α1 и α2; точке А1 окружности α1 соответствует при этой гомотетии точка А2 окружности α2. Прямая А1А2  второй раз пересекает окружности в точках В1 и В2 соответственно. Тогда произведение ОА1 · ОВ2 постоянно и не зависит от выбора точки А1.

Для доказательства выберем на окружности α1 произвольную точку С1, построим гомотетичную ей точку С2, и рассмотрим точки D1 и  D2, в которых прямая С1С2 вторично пересекает окружности. Покажем, что ОА1 · ОВ2 = ОD1 · ОC2.

Четырехугольники А1В1С1D1 и А2В2С2D2 гомотетичны, и значит (D1 = (D2 , кроме того (D2 = (А1В2С2, так как А2В2С2D2 – вписанный четырехугольник. Следовательно, точки А1 В2 С2 D1 лежат на одной окружности, и значит ОА1 · ОВ2 = ОD1 · ОC2, что и требовалось доказать.

Если обозначить R2 = ОА1·ОВ2 = ОD1·ОC2,  то на чертеже, использованном для доказательства, R – это длина касательной, проведенной к вспомогательной окружности из точки О. Проводя окружность ω радиуса R с центром О, получаем окружность инверсии, переводящей окружность α1 в α2. Ее называют серединной окружностью для α1 и α2.


Но если попытаться проделать то же самое построение для внутреннего центра гомотетии окружностей α1 и α2 на том же самом чертеже, то можно видеть, что хотя теорема (3) остается верной, окружность инверсии, тем не менее, построить не удается, так как точка О лежит внутри вспомогательной окружности и, значит, касательную провести нельзя.

Если же провести эти построения для случая, когда одна окружность лежит внутри другой, то оказывается, что для центра гомотетии с отрицательным коэффициентом можно построить серединную окружность, а для другого нельзя. Фактически, все определяет то обстоятельство, лежит ли точка В2 на луче ОА1.

Лучше всего обстоят дела для пересекающихся окружностей. Для них можно построить две различные серединные окружности. Их центрами являются  оба центра гомотетии.

На чертеже можно видеть все три случая. 



Можно сформулировать теорему.

Теорема 4

Для двух непересекающихся или касающихся окружностей существует одна серединная окружность, а для пересекающихся окружностей существуют две различные серединные окружности. Центром серединной окружности всегда является один из центров гомотетии двух исходных окружностей.

Задача 4

Две окружности радиусов R и r касаются друг друга. Найдите радиус их серединной окружности. (рассмотрите два различных случая)

Круговая плоскость

Формулировка теоремы (4), к сожалению, не является вполне корректной. Неприятность возникает при попытке применить ее к двум равным окружностям. Действительно, для двух непересекающихся или касающихся окружностей, не лежащих одна внутри другой, центром серединной окружности служит внешний центр гомотетии. Но для двух равных окружностей внешний центр гомотетии не существует. Получается, что к формулировке теоремы надо добавить еще несколько строк, описывающих этот частный случай. Однако, лучше поступить совсем другим образом.

Попробуем рассмотреть две  «почти равные» окружности. Внешний центр гомотетии лежит где-то «очень далеко», а радиус серединной окружности весьма велик по сравнению с исходными окружностями. Если радиусы исходных окружностей будут отличаться все меньше и меньше, то радиус серединной окружности будет становиться все больше и больше, а сама серединная окружность будет «выпрямляться», становясь все больше похожей на прямую. Эта предельная прямая является, конечно же, осью симметрии двух равных окружностей.

То есть, напрашивается примерно такая формулировка: серединной окружностью двух равных окружностей является их ось симметрии. Звучит достаточно абсурдно: «окружностью является прямая». Но, с другой стороны, образом окружности при инверсии может служить и прямая, и окружность. И значит, окружности и прямые «с точки зрения инверсии» вполне взаимозаменяемы.

Таким образом, надо не исправлять формулировку теоремы, а расширить определение окружности, так чтобы оно включало в себя прямую, как частный случай. Что-то вроде: «прямая – это окружность бесконечного радиуса». Но, для того чтобы это определение было логически корректным, придется вместо евклидовой плоскости рассмотреть другую конструкцию, получившую название «круговая плоскость».

Для этого присоединим к плоскости одну «бесконечно удаленную точку». Пока что проделаем это, как абсолютно формальную процедуру. Просто договоримся, что теперь кроме обычных точек на плоскости есть еще одна невидимая «бесконечно удаленная точка», обладающая лишь одним свойством: бесконечно удаленная точка при любой инверсии является образом центра инверсии.

Будем теперь считать, что прямая – это окружность, проходящая через бесконечно удаленную точку. В дальнейшем будем употреблять слово «окружность» вместо слов «окружность или прямая», считая прямую частным случаем окружности. Теорема (1) становится при этом частным случаем теоремы (2). Окружность, проходящая через центр инверсии, переходит в окружность, проходящую через бесконечно удаленную точку. Вместо теорем (1) и (2) получаем теорему (1 – 2).

Теорема 1 – 2

Окружность при инверсии переходит в окружность.
Ясно, также, что «инверсией относительно прямой» можно считать осевую симметрию. В дальнейшем это будет строго доказано.

На круговой плоскости инверсия является взаимно однозначным преобразованием. Каждая точка, без исключения, имеет образ, и каждая точка служит образом некоторой точки.

Любые две окружности могут быть отнесены к одному из трех типов: пересекающиеся, непересекающиеся, касающиеся. При этом параллельные прямые – это окружности, касающиеся в бесконечно удаленной точке. Поскольку инверсия является взаимно однозначным преобразованием, то пара окружностей при инверсии переходит в пару окружностей того же типа.

Задача 5

Докажите, что через две данные точки можно провести не более двух окружностей, касающихся данной окружности.

Конформность

Итак, при инверсии окружности переходят в окружности. Определим угол между пересекающимися окружностями, как угол между касательными в точке их пересечения. Окружности, конечно же, пересекаются в двух точках, и углы в этих точках имеют одну и ту же величину. Воспользуемся этим для доказательства того, что углы при инверсии сохраняются. Это свойство инверсии называют конформностью.

Теорема 5

Инверсия сохраняет угол между пересекающимися окружностями.

Рассмотрим сначала две пересекающиеся прямые а и b, которые при инверсии переходят в пересекающиеся окружности α и β. Точка пересечения Р переходит в точку Р', а второй раз окружности α и β пересекаются в центре инверсии О. 

Остается заметить, что из доказательства теоремы (1) следует, что касательные к окружностям α и β в точке О параллельны прямым а и b. Отсюда следует, что угол между прямыми а и b равен углу между касательными в точке О и равен углу между их образами α и β, так как угол между этими окружностями в точке О равен углу в точке Р'.

Если рассмотреть теперь две окружности, пересекающиеся в точке Р и провести к ним в этой точке касательные а и b, то образы этих окружностей пересекаются в точке Р' и касаются в ней соответственно окружностей α и β. Значит угол между образами этих окружностей равен углу между α и β, который в свою очередь равен углу между касательными а и b, то есть углу между исходными окружностями.

Теперь понятно, почему пересекающиеся окружности имеют ровно две серединные окружности. Они делят пополам углы между исходными окружностями.

Задача 6

Можно ли построить три окружности, такие, что каждая из них является серединной окружностью для двух других?

Ортогональные окружности

По основной лемме любые две пары симметричных точек А1, А2 и В1, В2 лежат на одной окружности. Поскольку при инверсии эта четверка точек в целом остается на месте, то  окружность α, проходящая через эти точки, также остается на месте, то есть переходит сама в себя.

При инверсии точки окружности ω остаются неподвижными, а точки на окружности α меняются местами, но в целом окружность α остается на месте. Из предыдущей теоремы о сохранении углов, получаем, что в точке пересечения смежные углы между окружностями α и ω равны между собой. Значит, эти углы – прямые.

Окружности α и ω называют, поэтому, ортогональными (т. е. перпендикулярными). В силу очевидной симметрии, имеет место следующее утверждение: если окружность α переходит в себя при инверсии относительно ω, то окружность ω переходит в себя при инверсии относительно α.

Ортогональные окружности легко построить, пользуясь очевидным свойством: касательные в точке пересечения ортогональных окружностей проходят через их центры.

Полезным дополнением к основной лемме является следующая теорема.

Теорема 6

Пусть точки А1 и А2 симметричны относительно окружности ω. Тогда любая окружность α, проходящая через эти точки, ортогональна к окружности ω.


Пусть луч с началом в центре инверсии О пересекает окружность α в точках В1 и В2. По известной теореме о секущих окружности ОА1 · ОА2 = ОВ1 · ОВ2.

По определению симметричных точек ОА1 · ОА2 = R2, следовательно ОВ1 · ОВ2 = R2, то есть точки В1 и В2 также симметричны относительно окружности ω.

Поскольку точки А1, А2 и В1, В2 при инверсии меняются местами  то окружность α, проходящая через эти точки, переходит при инверсии сама в себя. Это и значит, что окружности α и ω ортогональны.

Задача 7 

Постройте окружность, которая проходит через данную точку и ортогональна к двум данным окружностям.

Рассмотрим теперь окружность α и какие-нибудь две ортогональные к ней окружности, пересекающиеся в точках А1 и А2. Поскольку при инверсии относительно окружности α ортогональные к ней окружности остаются на месте, то при этой инверсии точка А1 переходит в точку А2, то есть точки А1 и А2 симметричны относительно окружности α.

Теперь совершим инверсию относительно любой другой окружности ω. Окружность α перейдет в какую-то окружность β, а две окружности, ортогональные к α, перейдут в две окружности, ортогональные к β, так как инверсия сохраняет углы.

Отсюда следует, что точки А1 и А2, симметричные относительно окружности α перейдут в точки В1 и В2, симметричные относительно ее образа, окружности β.

Окончательно получаем, что при инверсии окружность и две симметричные относительно нее точки переходят в окружность и две симметричные точки.

Заметим еще, что окружность, ортогональная прямой, это окружность, центр которой лежит на данной прямой. Значит, если окружность α при инверсии перейдет в прямую а, то образы точек А1 и А2 будут симметричны относительно этой прямой.

Теперь можно считать строго доказанным, что осевая симметрия есть частный случай инверсии.

Следующая задача устанавливает полезное свойство ортогональных окружностей

Задача 8

Пусть ортогональные окружности пересекаются в точках М и N; АВ – диаметр одной из них. Тогда прямые AM, AN, BM, BN пересекают другую окружность в концах диаметра, перпендикулярного АВ.

Указание: 

воспользуйтесь тем, что касательные к одной из окружностей в точках М и N проходят через центр другой окружности.
Нетрудно также доказать и обратное утверждение.

Задача 9

Пусть высоты АМ и BN треугольника АВС пересекаются в точке D. Тогда окружности, описанные вокруг четырехугольников ABMN и CMDN, ортогональны.

Задача Архимеда

Несмотря на то, что инверсия интересна и сама по себе, она служит удобным, а порой практически незаменимым инструментом для решения задач, где «главным действующим лицом» является окружность. Многие из этих задач могут быть решены и без применения инверсии, но инверсия позволяет доказывать содержательные утверждения быстро и элегантно. Вот несколько примеров:

Докажем сначала простую и полезную лемму. 

Лемма Архимеда 

Пусть окружность α касается изнутри окружности β и ее хорды PQ соответственно в точках А и В.
Тогда прямая АВ делит дугу PQ , не содержащую точку касания, пополам.

Для доказательства рассмотрим гомотетию с центром А, которая переводит окружность α в окружность β.

При этом точка В переходит в точку М, прямая PQ переходит в касательную к окружности β в точке М, параллельную PQ. Отсюда следует, что точка М – середина дуги PQ.

Теперь проведем через точки P и Q окружность ω с центром в точке М. При инверсии относительно окружности ω прямая PQ переходит в окружность β, а точка А – в точку В. Окружность α проходит через точки А и В, симметричные относительно окружности ω, и, следовательно окружности α и ω ортогональны по теореме (6). Значит, касательные к окружности α в точках ее пересечения с ω проходят через точку М, центр окружности ω.

Таким образом, оказывается верным следующее утверждение: касательные, проведенные из точки М к окружности α равны расстояниям от точки М до точек P и Q. Попробуйте доказать его справедливость, не используя инверсии.

Инверсия позволяет также получить короткое решение задачи Архимеда об арбелосе. Словом άρβυλος (сапожный нож) будем вслед за Архимедом называть “криволинейный треугольник”, образованный тремя полуокружностями.


Задача Архимеда

Пусть точка С лежит на отрезке АВ. Построим полуокружности на диаметрах АВ, ВС, АС (это и есть арбелос). Перпендикуляр МС к отрезку АВ делит арбелос на две части. Докажите, что радиусы окружностей, вписанных в эти части арбелоса, равны между собой.

Обозначим AC = 2a ;  BC = 2b

Рассмотрим инверсию относительно окружности ω с центром в точке В и радиусом ВМ.

При такой инверсии окружность β с диаметром АВ перейдет в прямую СМ, а окружность α с диаметром ВС в прямую, параллельную СМ, проходящую через точку А.

Таким образом, вписанная окружность радиуса r, касающаяся окружностей α и β, перейдет в окружность, касающуюся их образов, то есть двух параллельных прямых. Радиус этой новой окружности равен радиусу окружности с диаметром АС.

 Рассмотрим теперь гомотетию с центром В, при которой окружность радиуса r переходит в окружность радиуса а, а точка С переходит в точку А. 

r / a = BC / BA = 2b / 2(a + b)


Из симметричности полученной формулы относительно а и b следует утверждение задачи.

Задача 10

Постройте циркулем и линейкой точный чертеж к задаче Архимеда. (т. е. арбелос и две вписанные окружности)

Задача Паппа

Знаменитая задача Паппа об арбелосе представляет замечательный пример задачи, которая почти мгновенно решается с использованием инверсии и становится невероятно тяжелой, если запретить ей пользоваться .

Задача Паппа

Пусть окружности α, β и γ с диаметрами АВ, ВС, АС образуют арбелос, δ0 – окружность, вписанная в арбелос, окружность δ1 касается окружностей α, β и δ0 , окружность δ2 касается окружностей α, β и δ1 , … окружность δn+1 касается окружностей α, β и δn.. Обозначим Rn – радиус окружности δn , dn – расстояние от центра окружности δn до прямой АВ.   


Тогда 

То есть, расстояние от центра n-ой окружности до диаметра арбелоса в 2(n + 1) раз больше ее радиуса.

Совершим инверсию относительно какой-нибудь окружности с центром в точке А. На чертеже эта окружность проходит через точку В.



При этой инверсии окружности α и β перейдут в две параллельные прямые, а цепочка из окружностей δ0, δ1, δ2, … перейдет в цепочку равных окружностей ω0, ω1, ω2, … заключенных между параллельными прямыми. Центры окружностей ωn и δn лежат на одной прямой с точкой А. Для окружности ωn утверждение задачи выполняется очевидным образом. Но окружность δn переходит в окружность ωn при гомотетии с центром А, откуда и следует утверждение задачи.

Задача 11

Докажите без привлечения инверсии, что 

Если вам удастся самостоятельно решить задачу (11), то, возможно, вы лучше сможете представить себе те трудности, которые пришлось преодолеть Паппу. Дело в том, что инверсию стали применять как средство решения задач примерно через полторы тысячи лет после того, как он нашел свое решение без инверсии.

 Интересно также построить точный чертеж к задаче Паппа, то есть вписать хотя бы одну окружность в арбелос. Это построение является, очевидно, частным случаем задачи Аполлония о построении окружности, касающейся трех данных окружностей. Однако, в этом частном случае решение получается совсем коротким и изящным.

Докажем сначала одну простую и важную лемму.

Лемма 

Пусть окружность γ касается окружностей α и β в точках А и В. Тогда прямая АВ проходит через центр гомотетии окружностей α и β.


Обозначим центры окружностей α, β, γ соответственно P,  Q,  R. Пусть прямая АВ второй раз пересекает окружность α в точке М.

Равнобедренные треугольники АВR и АМР, очевидно, подобны, значит BR и РМ параллельны. Прямая ВМ, соединяющая концы параллельных радиусов окружностей α и β, проходит через центр гомотетии этих окружностей.

На нашем чертеже центр гомотетии О является также и центром серединной окружности ω. По теореме (3) точки А и В симметричны относительно окружности ω. Поскольку окружность γ проходит через точки А и В, то по теореме (6) она ортогональна окружности ω.

Применим теперь доказанные утверждения для построения окружности, вписанной в арбелос.

Пусть арбелос образован окружностями α, β, γ. Впишем в него окружность δ. Построим серединную окружность ω для окружностей α и β. Она ортогональна к окружностям γ и δ. При инверсии относительно ω окружности α и β меняются местами, а окружности γ и δ остаются на месте. Точка касания окружностей γ и δ при инверсии переходит сама в себя, и, следовательно, лежит на окружности ω.

Значит, точку касания окружностей γ и δ можно построить, как точку пересечения окружностей γ и ω. Саму окружность ω проще всего построить на диаметре АА', где А' – это точка, симметричная точке А относительно окружности γ. Теперь можно таким же образом построить серединные окружности для пар окружностей α, γ и β, γ и найти все три точки касания, после чего провести окружность δ через три точки.

 Однако, предложенное построение можно существенно улучшить, используя результат задачи (8).

Не обязательно строить саму окружность ω. Достаточно построить ее точки пересечения с окружностью γ. Но в задаче (8) доказано, что прямая, соединяющая концы перпендикулярных диаметров ортогональных окружностей проходит через точку их пересечения.

Окружность ω ортогональна  γ, проходит через точку А, а ее центр лежит на АВ. Достаточно провести через центр окружности γ перпендикуляр к диаметру АВ и соединить один из его концов с точкой А. Полученная прямая проходит через точку пересечения γ и ω, то есть через точку касания γ и δ.

В итоге получаем следующее построение: построим три радиуса, перпендикулярных АВ, три прямые, соединяющие концы этих радиусов с точками касания и окружность, проходящую через точки пересечения этих прямых с соответствующими окружностями.

Так и хочется написать рядом с чертежом только одно слово: «Смотри!».

Задача 12

Докажите, что прямые AQ, BP, CR, используемые в построении, пересекаются в одной точке, которая лежит на вписанной окружности.

Задача 13

Докажите, что (в обозначениях чертежа)
PA = PL = PM,
QB = QK = QL,
RA = RK = RM.

Задача 14

Окружности α, β, γ попарно касаются. Постройте окружность, которая касается этих окружностей.

Стереографическая проекция

Пусть прямая а касается окружности α в точке S, а точка N диаметрально противоположна точке S. Проведем окружность ω с центром N и радиусом NS. При инверсии относительно ω окружность α переходит в прямую а. Проведем в окружности α диаметр МК, параллельный прямой а, и рассмотрим точки А1 и А2 симметричные относительно этого диаметра. При инверсии точки А1, А2, М переходят в точки В1, В2, Р.  Докажем, что SB1 · SB2 = SP2.

Для доказательства заметим, что углы (NSA2  и (SNA1 симметричны относительно оси МК, и, следовательно равны. Угол (SA2N опирается на диаметр, поэтому SA2 – высота прямоугольного треугольника NSВ2. Отсюда получаем, что (NSA2  = (SNA1 = (NSВ2 , значит треугольники NSB1 и NSB2 подобны.  SB2 / NS = NS / SB1 , следовательно SB1 · SB2 = NS2.

Осталось заметить, что треугольник NSP прямоугольный и равнобедренный. NS = SP. Отсюда  следует справедливость формулы SB1 · SB2 = SP2.

Теперь будем вращать чертеж относительно оси NS. Окружность α превратится в сферу с диаметром NS, прямая а будет при вращении заметать плоскость, а точка Р начертит на этой плоскости окружность ω с центром S.

Рассмотрим отображение сферы на плоскость, называемое стереографической проекцией. Каждой точке сферы соответствует ее проекция на плоскость из точки N (северного полюса), самой точке N соответствует бесконечно удаленная точка круговой плоскости. То есть, при таком отображении бесконечно удаленная точка, которая была введена как некоторый абстрактный элемент, находит свое место на сфере, как центр стереографической проекции.
Заметим, что точкам сферы А1 и А2 , симметричным относительно плоскости, параллельной плоскости проекции, соответствуют на плоскости проекции точки В1, В2 , симметричные относительно окружности ω. Значит, инверсии на плоскости соответствует при стереографической проекции зеркальная симметрия на сфере.

Стереографическую проекцию можно также истолковать, как результат инверсии пространства относительно подходящей сферы. Для этого надо сначала определить, что такое инверсия пространства и установить какими свойствами она обладает.

Здесь, к счастью, дело обстоит очень просто. Достаточно лишь заменить во всех формулировках, относящихся к инверсии плоскости, слова «окружность» и «прямая» на слова «сфера» и «плоскость». Доказательства соответствующих теорем практически не изменятся. Если еще добавить к пространству одну «бесконечно удаленную точку», считая ее образом центра любой инверсии, а плоскость считать сферой, проходящей через «бесконечно удаленную точку», то можно установить справедливость следующей теоремы:

Теорема 1''

При инверсии пространства образом сферы является сфера.

Заметим, что стереографическая проекция возникает, как результат инверсии пространства относительно сферы с центром N. При этом, сфере, проходящей через центр инверсии, соответствует плоскость. Это простое соображение позволяет доказать важнейшее свойство стереографической проекции.

Теорема 7

Стереографическая проекция переводит окружность на сфере в окружность на плоскости.


Для доказательства заметим лишь, что две пересекающиеся сферы (или сфера и плоскость) пересекаются по окружности. Вместе с теоремой (1'') получаем, таким образом, что при инверсии пространства окружности переходят в окружности.

Поскольку стереографическая проекция  получается как результат инверсии пространства, то справедливость теоремы  можно считать установленной.

Последняя теорема представляет еще один пример утверждения, которое легко и естественно доказывается с помощью инверсии, однако превращается в весьма трудную задачу, если пользоваться только «школьными» методами.

Задача 15

Рассмотрим произвольную окружность на сфере. Как определить инверсию сферы относительно окружности? (то есть отображение сферы на себя, обладающее свойствами инверсии)

Стереографическая проекция, несмотря на свои замечательные свойства, редко находит применение в школьном курсе математики, однако удалось отыскать сложную задачу, которая быстро и красиво решается с использованием доказанных теорем.
 Назовем гексаэдром многогранник с шестью четырехугольными гранями, которые сходятся по три в каждой вершине. Таким образом, у гексаэдра шесть граней, восемь вершин и двенадцать ребер. Примерами гексаэдров в школьном курсе служат параллелепипеды и усеченные четырехугольные пирамиды. Однако можно рассматривать гексаэдры самого общего вида, не накладывая каких-либо дополнительных условий на их грани и ребра. Следующая задача не имеет отношения к инверсии, но представляет самостоятельный интерес.
Задача 16

Три четырехугольника на плоскости имеют общую вершину и три общих стороны, выходящих из этой вершины. Рассматривая их как параллельную проекцию трех смежных граней некоторого гексаэдра, построить проекцию трех остальных граней.

 
Теперь рассмотрим произвольный(!) гексаэдр, вписанный в сферу. Докажем следующее утверждение:
Задача

Если семь вершин гексаэдра лежат на сфере, то и восьмая вершина лежит на этой сфере.

Доказать эту теорему обычными «метрическими» средствами весьма нелегко (если вообще возможно), поскольку произвольный гексаэдр не обладает никакими «хорошими» свойствами. Поэтому, займемся сначала «переводом задачи на другой язык».
Рассмотрим сечения сферы плоскостями граней гексаэдра. Получим шесть окружностей на сфере. Каждая окружность пересекается с четырьмя другими, а всего у них восемь общих точек, в каждой из которых встречаются по три окружности. Точнее, по условию общих точек – семь, а наличие восьмой требуется доказать.
Рассмотрим стереографическую проекцию сферы на плоскость с центром в какой-либо вершине. Тогда три окружности, проходящих через центр проекции, перейдут в три прямые на плоскости, а три других окружности – в три окружности на плоскости.
Одной вершины – центра проекции, на чертеже нет, она «ушла в бесконечность». Оставшиеся точки, прямые и окружности образуют чертеж к хорошо известной задаче.

Пусть на сторонах треугольника взяты три произвольные точки. Три окружности, каждая из которых проходит через вершину треугольника и две смежные с ней  точки, пересекаются в одной точке.

Для доказательства достаточно провести две окружности и соединить точку их пересечения с тремя точками на сторонах. Как известно, вокруг четырехугольника можно описать окружность, тогда и только тогда, когда сумма его противоположных углов равна 180(. 
Обозначив углы треугольника (, (, ( (( + ( + ( = 180(), получаем, что два угла при точке пересечения равны 180( – ( и 180( – (. На третий угол остается: 

360( – (180( – () – (180( – () = ( + ( = 180( – (,
Значит, третий четырехугольник также вписан в окружность, что и доказывает утверждение задачи.

Здесь можно, пожалуй, остановиться, хотя тема инверсии, или более широко, геометрии окружностей далеко не исчерпана. Можно упомянуть задачу Аполлония о построении окружностей, касающихся трех данных, или задачу Мальфатти о построении трех попарно касающихся окружностей, вписанных в треугольник. 

Не рассмотрена также такая естественно возникающая конструкция, как пучки окружностей и многое другое.  (ссылка на литературу)
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